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अयक सन की पूर्व अनुमति के बिना इस प्रकाशन के किसी भाग को छापना पट इलेक्ट्रॉनिकी , मशीनी ;फोटोप्रतिलिपि, रिकॉर्डिंग। 
अथवा किसी अन्य विधि से पुनः प्रयोग पद्धति दवारा उसका संग्रहण अथवा प्रसारण वर्जित है। 


इस पुस्तक की बिक्री इस शर्त के साथ की गई है कि प्रकाशक की पूर्व अनुमति के बिना यह पुस्तक अपने मूल आवरण अथवा 
जिल्द के अलावा किसी अन्य प्रकार से व्यापार दूबारा उधारी-पर, पुनर्विक्रय या किराए पर न दी जाएगी, न बेची जाएगी। 


इस प्रकाशन का सही मूल्य इस पृष्ठ पर मुद्रित है। रबड़्‌ की मुहंर अथवा चिपकाई गई पर्ची (स्टिकर) या किसी अन्य 
विधि दूवारा अकित कोई भी संशोधित मूल्य गलत है तथा मान्य हीं हीगा।. नकल 


सर इमला अप. प्रकाशन विभाग के कार्यालय) 


एन.सी.ईआएटी, कैंपस. १08, 00 फीट रोड़... जवजीवल ट्रस्ट भवन ...... सौी:ड़ब्ल्यूसी. कैपस का कॉम्लैक्स 
औ अरविंद मार्ग हेली एक्सटेंशन, होस्डेकेरे. 'डाकघर नवजीबन निकट३ धघनकल बस स्टॉप. मालीगांच 

नहं दिल्‍ली 4006 . अनाशंकरी ॥ इस्टेज..,.. :अहमबाख्राव 38004. पनिहटी ' शुवाहादी 78024 

ह॒ बैंगलूर 560 085 है कोलकाता 700444 ह 





प्रकाशन सहयोग 


संपादन : रेखा अग्रवाल 
उत्पाद : अतुल सक्सेना 


रू 80.00 


एन.सी.ई.आर-टी. वाटर मार्क 70 जी.एस.एम. पेपर पर मुद्रिता 


प्रधन विभाग में सचिव, रट्रीव शैक्षिक अतुसथान और प्रशेषण फए मे आम उफ़तागागा: राष्ट्रीय शैक्षिक अनुसंधान और प्रशिक्षण परिषद्‌, श्री अरविंद मार्ग, नई दिल्‍ली ॥0 06 
एर प्रकाशित तथा बंगाल ऑफसेट वर्क्स, 335 खजूर रोड करोलबाग, नई दिल्‍ली 7॥0 005 द्वारा मुद्रित। . 


पब्राबकथन 


राष्ट्रीय शैक्षिक अनुसंधान और प्रशिक्षण परिषद्‌ (एन.सी.ई.आर.टी.) ने विद्यालयों में अध्यापन/अध्ययन 
की ग्रक्रिया में समुचित गुणात्मक सुधार लाने हेतु विदयालयी शिक्षा के लिए राष्ट्रीय पाठयचर्या की 
रूपरेखा-2000 (एन.सी.एफ.एस.ई.-2000) का विकास किया जिसके अन्तर्गत मुख्य उद्देश्य का 
एक पक्ष लोगों की बदलती आवश्यकताओं और आकांक्षाओं तथा अन्य पक्ष राष्ट्रीय शिक्षा नीति 
986, भारत सरकार एवं संशोधित दस्तावेज-992 में वर्णित मार्गदर्शक सिद्धांत के अनुसार शिक्षा 
प्रणाली में उत्पनन नवीन आवश्यकताओं को, ध्यान में रखना है। 

एन.सी.एफ.एस.ई.-2000 में सभी विद्यालयी विषयों के पाठ्यक्रमों में सुधार एवं इन्हें आधुनिक 
बनाने को प्रमुख महत्त्व दिया गया है ताकि मानव-संपदा की विभिन्‍न प्रकार की बढ़ती माँग की 
पूर्ति तथा उनका समुचित सहयोग राष्ट्रीय विकास में सक्रिय रूप से हो सके। एन.सी.एफ.एस.ई-2000 
में उच्चतर माध्यमिक अर्थात कक्षा , 2 के लिए गणित शिक्षण को ऐेच्छिक स्वरूप दिए जाने का 
अनुमोदन किया है। कक्षा ! एवं कक्षा 2 की गणित का संशोधित पाठ्यक्रम एन.सी.ई.आर.टी. दूवारा 
200 में विकसित किया गया तथा ग्यारहवीं कक्षा की पुस्तक को 2002 में प्रकाशित किया गया है। 
वर्तमान पुस्तक उच्चतर माध्यमिक स्तर पर चतुर्थ सत्र हेतु है। सत्र को तीन भागों &, 8 और (' में विभक्त 
- किया गया है। भाग & सभी विद्यार्थियों के लिए अनिवार्य है तथापि भाग 8 एवं भाग (! ऐच्छिक हैं। कक्षा 
]। की तरह विदयाथी संचय &+छ या &+(! का चुनाव कर सकते हैं। 

इस पाठ्यक्रम का प्रथम प्रारूप एक लेखन मंडल द्वारा तैयार किया गया, जिसके कुछ सदस्य 
परिषद्‌ में कार्यरत है तथा अन्य बाहय संस्थाओं से संबंधित है। इसके पश्चात्‌ इस प्रारूप को 
मूल्यांकन एवं समीक्षा हेतु आयोजित कार्यशाला में अनेक अनुभवी विशेषज्ञों तथा कार्यरत अध्यापकों 
के समक्ष प्रस्तुत किया गया जिनके द्वारा प्राप्त सुझावों पर लेखन मंडल ने पुन; विचार किया तथा 
उचित सुझावों को प्रारूप में समायोजित किया गया। अन्ततः प्रकाशन से पूर्व पुस्तक की पांडुलिपि 
को विशेषज्ञों के एक समूह द्वारा संपादित किया गया। 

लेखन मंडल ने उच्चतर माध्यमिक स्तर पर परिषद्‌ “द्वारा पूर्व प्रकाशित गणित की पुस्तकों को 
संदर्भ में लिया है तथा इन पुस्तकों का उपयोग करने वालों से प्राप्त सुझावों का समुचित उपयोग 
करने का भी प्रयास किया है। मैं लेखन मंडल के सभी सदस्यों, मूल्यांकन हेतु आयोजित कार्यशाला 
में सम्मिलित सभी अध्यापकों एवं विशेषज्ञों द्वारा महत्त्वपूर्ण योगदान तथा सुझावों के लिए धन्यवाद 
देता हूँ। विशेष रूप से में लेखन मंडल के अध्यक्ष महोदय के प्रति कृतज्ञ हूँ जिनके कुशल शैक्षिक 
मार्ग-दर्शन में यह कार्य सम्पन्न हुआ। ' | 

राष्ट्रीय शैक्षिक अनुसंधान और प्रशिक्षण परिषद्‌ इस पुस्तक में भावी संशोधन हेतु पाठकों के 
महत्वपूर्ण सुझावों तथा परामर्शों का स्वागत करती है। 


जगमोहन सिंह राजपूत 

निदेशक 

नई दिल्ली राष्ट्रीय शैक्षिक अनुसंधान 
फरवरी 2003 और प्रशिक्षण परिषद्‌ 


गांधी जी का जंतर 


तुम्हें एक जंतर देता हूँ। जब भी तुम्हें संदेह हो या |. रा 


तुम्हारा अहम्‌ तुम पर हावी होने लगे, तो यह | 
कसौटी आज़माओ : . 

- जो सबसे गरीब और कमज़ोर आदमी तुमने |. 
देखा हो, उसकी शक्ल याद करो और अपने [ 
दिल से पूछो कि जो कदम उठाने का तुम विचार 
कर रहे हो, वह उस आदमी के लिए कितना 
उपयोगी होगा। क्या उससे उसे कुछ लाभ पहुँचेगा? 
| क्‍या उससे वह अपने ही जीवन और भाग्य प्र 
कुछ काबू रख सकेगा? यानी क्‍या उससे उन 


करोड़ों लोगों को स्वराज्य मिल सकेगा, जिनके |. 


पेट भूखे हैं और आत्मा अतृप्त है? 


तब तुम देखोगे कि तुम्हारा संदेह मिट रहा है 
और अहम्‌ समाप्त होता जा रहा है। 


£72/- बट. 25 





अस्तावना 


दो वर्ष पूर्व राष्ट्रीय शैक्षिक अनुसंधान और प्रशिक्षण परिषद्‌, उच्चतर माध्यमिक स्तर पर गणित विषय 

से संबंधित नये दिशानिर्देश तथा पाठ्यक्रम 200] के अनुरूप पाठ्यक्रम तैयार करने के उद्देश्य से 

एक लेखन मंडल का गठन किया। कक्षा । एवं कक्षा 2 की पुस्तकों के अध्याय तैयार करने 
के पूर्व एन.सी.ई.आर.टी. द्वारा गठित गणित समूह के गहन चिंतन तथा व्यापक योजना के 
आधार पर एक विस्तृत रूपरेखा तैयार की गई। कक्षा 4! की पादयपुस्तक प्रकाशित हो चुकी है तथा 
प्रयुक्त हो रही है जिसे दो भागों में विभक्त किया गया है। 

एन.सी.ई.आर.टी. के गणित समूह तथा बाहय संस्थाओं के विशेषज्ञों द्वारा इस परियोजना का 
प्रथम प्रारूप तैयार किया गया। तत्पश्चात्‌ विभिन्‍न आयोजित कार्यशालाओं में लेखन मंडल द्वारा इस 
प्रारूप को संशोधित किया गया और इस संशोधित प्रारूप को एक राष्ट्रीय कार्यशाला में देश के 
विभिन्‍न भागों से आमंत्रित अनुभवी अध्यापकों एवं विशेषज्ञों के समक्ष समीक्षा एवं मूल्यांकन हेतु 
प्रस्तुत किया गया। इस कार्यशाला से उत्पन्न महत्त्वपूर्ण सुझावों एवं परामशों को इस परियोजना के 
दूवितीय प्रारूप में समायोजित किया गया है। | 

कक्षा 4 की पाठ्यपुस्तक की तरह इस पुस्तक की सर्वाधिक महत्त्वपूर्ण विशेषता जो मुख्य 
रूप से उल्लेखनीय है - वह यह है कि इस पुस्तक की सामग्री को हमने अनेक सरल उदाहरणों 
तथा अभ्यास प्रश्नों के माध्यम से सरल सुबोध बनाने का प्रयास किया है। गणित की अनेक 
संकल्पनाओं तथा अवधारणाओं को छात्रोपयोगी बनाने की दिशा में हमने इन संकल्पनाओं तथा अवध 
रणाओं के व्यावहारिक प्रयोग प्रस्तुत किए हैं। यह प्रयास गणित की उपयोगिता को छात्रों के समक्ष 
प्रस्तुत करेगा और उनमें गणित के प्रति रुचि उत्पन्न करने में प्रेरणादायक होगा। इस पुस्तक में चयनित 
पाठय सामग्री छात्रों की विभिन्‍न क्षमताओं तथा अपेक्षाओं के अनुरूप सिद्ध होगी। 

इस पुस्तक की कुछ महत्त्वपूर्ण विशेषताएँ निम्न हैं ; 

. प्रत्येक अध्याय का आरंभ विषय के संक्षिप्त भूमिका से किया गया है जो छात्रों में विषय के 
प्रति रुचि जाग्रत करने में तथा उसका संवर्धन करने में सहायक है। 

2. इस पुस्तक में लगभग 700 उदाहरण तथा लगभग 250 आकृतियाँ हैं जो सामान्यतः अन्य पुस्तक 
में दृष्टिगोचर नहीं होती है। 

3. इस पुस्तक में लगभग 2000 अभ्यास प्रश्न दिए गए हैं जो सिद्धांत तथा अनुप्रयोग दोनों पक्षों 
पर समान रूप से बल देते हैं। इसके साथ ही प्रत्येक अध्याय के अंत में विविध प्रश्नावली 
शीर्षक के अन्तर्गत कुछ कठिन मिश्रित प्रश्न दिए गए हैं। 

4. इस पुस्तक में अनुप्रयोगों से संबंधित अनेक प्रश्न भी दिए गए हैं। 


ण 


5, अधिकांशतः सभी अध्याय ऐतिहासिक टिप्पणियों के साथ समाप्त होते हैं। ये टिप्पणियाँ पुस्तक 

को रुचिकर बनाने में तो सहायक हें ही, प्रस्तुत विषय-सामग्री की ऐतिहासिक पृष्ठभूमि तथा 

. महत्त्व को भी रेखांकित करती हैं। 

मैं विशेष रूप से राष्ट्रीय शैक्षिक अनुसंधान और प्रशिक्षण परिषद्‌ के निदेशक. का आभारी हूँ 
जिन्होंने इस पुस्तक के निर्माण हेतु लेखन मंडल का गठन किया तथा मुझे इस कार्य में लेखन मंडल 
का अध्यक्ष होने का निमंत्रण देकर गणित की शिक्षा पद्धति में संशोधन लाने का अवसर दिया। इस 
चुनौतीपूर्ण कार्य को संपन्‍न करने हेतु उनके दूबार प्रदत्त स्वस्थ वातावरण तथा अनुकूल परिस्थितियों 
ने कार्य को सरल एवं आनंददायक बनाया। 

मैं इस पुस्तक के लेखन मंडल के समस्त सदस्यों, रूपांतरणकर्ताओं के प्रति आभार व्यक्त 
करता हूँ, जिन्होंने अपना मूल्यवान समय देकर पुस्तक तैयार की। उन शिक्षकों तथा विशेषज्ञों का 
भी में हृदय से आभारी हूँ जिनके सुझाव हमें समय-समय पर प्राप्त होते रहे हैं। में विशेष रूप से 
लेखन मंडल के समन्वयक के प्रति आभार व्यक्त करता हूँ जिन्होंने इस ग्रंथ को प्रकाशन योग्य 
पांडुलिपि तैयार करने में अथक परिश्रम किए। 

परिषद्‌ के संयुक्त निदेशक तथा विज्ञान एवं गणित शिक्षा विभाग के अध्यक्ष के प्रति मैं धन्यवाद 
व्यक्त करता हूँ जिनका अपेक्षित सहयोग हमें तथा लेखन मंडल के सदस्यों को मिलता रहा। मैं 
प्रकाशन विभागाध्यक्ष और उनके सहकर्मियों के प्रति आभार व्यक्त करता हूँ जिनके सहयोग के बिना 
पुस्तक का प्रस्तुत स्वरूप प्राप्त करना कठिन था। 

मैं एनसी.ईआरटी के 'तकनीकी, प्रशासनिक एवं अन्य विभागों से संबद्ध सहयोगियों का भी आभार 
मानता हूँ जिन्होंने हमारे प्रयास को सफल बनाने में महत्त्वपूर्ण सहयोग दिया। 

इस पुस्तक में हम संशोधन-सुधार हेतु पाठकों के अमूल्य सुझावों का स्वागत करेंगे। 
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44.4 भूमिका (70000८४॥०॥) 


अभियात्रिकी, विज्ञान, सामाजिक विज्ञान, जीवन विज्ञान, सूचना विज्ञान एवं अन्य क्षेत्रों में अवकलज के 
अनेकानेक अनुप्रयोग हैं। इस अध्याय में हम, राशियों के परिवर्तन की दर ज्ञात करने में अवकलज कैसे प्रयुक्त 
होता है, को सीखेंगे। हम एक वक्र के दिए बिंदु पर स्पर्श रेखा की प्रवणता ज्ञात करने में भी अवकलज का 
प्रयोग करेंगे। हम यह भी देखेंगे कि फलनों के आलेख पर वर्तन बिंदु (ए्रगए8 9०॥) ज्ञात करने में अवकलज 
का प्रयोग कियां जा सकता है जो यह ज्ञात करने में सहायक होगा कि वक्र अपने उच्चतम या न्यूनतम बिंदु 
पर कब पहुँचता है। इसके अतिरिक्त, हम “रोले का प्रमेय' तथा 'माध्यमान प्रमेय' का अध्ययन करेंगे और 
जाँचेंगे। निश्चित राशियों के मान का सन्निकट प्राप्त करने में भी अवकलज प्रयुक्त किया जा सकता है। अंत 
में अवकलज और उसके अनुप्रयोग की सहायता से निश्चित फलनों के आलेख खींचेंगे जो कि आगे अध्ययन 
के लिए महत्त्वपूर्ण हैं। 


+.2 राशियों के परिवर्तन की वर (एत्वञॉ० ० (कक्राए९ जज (प्रश्राधं४) 

पुनः स्मरण कीजिए कि अवकलज हि से हमारा अर्थ समय अंतराल / के सापेक्ष दूरी & के परिवर्तन की 
दर से है। व्यापक रूप से, यदि एक राशि > एक दूसरी राशि »के सापेक्ष किसी नियम 95/(0, को संतुष्ट 
करते हुए परिवर्तन करे तो रा (या /“(४), »के सापेक्ष » के परिवर्तन की दर को प्रदर्शित करता है और 


| ह (या (८ )) >व-अ पर के सापेक्ष 9 के परिवर्तन की दर को प्रदर्शित करता है। 


इसके अतिरिक्त, यदि दो राशियाँ » और »,४ के सापेक्ष परिवर्तित हो रही हों अर्थात्‌ ४-5/(४) और 
9» ४ (0), तब .श्ृंखला नियम से 
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£8॥ 
चर 


था 


इस प्रकार, » के सापेक्ष » के परिवर्तन की दर का परिकलन / के सापेक्ष » और > प्रत्येक के परिवर्तन 
की दर का प्रयोग करके किया जा सकता है। * 
टिप्पणी इस संपूर्ण पाठ में इस तथ्य के निरपेक्ष, कि परिवर्तन समय के सापेक्ष है अथवा नहीं, परिवर्तन समय 
के सापेक्ष हमारा अभिप्राय परिवर्तन की तात्कालिक दर से है। 

उंबाइरण १ वृत्त के क्षेत्रफल के परिवर्तन की दर इसकी त्रिज्या के सापेक्ष ज्ञात कीजिए। त्रिज्या के सापेक्ष 
क्षेत्रफल में किस दर से परिवर्तन होता है जबकि त्रिज्या 3 सेमी है? 

हुल त्रिज्या # वाले वृत्त का क्षेत्रफल ७, ७ -4/* से दिया जाता है। इसलिए, » के सापेक्ष & के परिवर्तन 
की दर 


48. 
धरा 


से प्राप्त है। जब #-3 सेमी, क्षेत्रफल (2%) 36% सेमी /सेमी की दर से बदल रहा है। 


उदाहरण 2 एक गेंद के आयतन में परिवर्तन की दर इसकी त्रिज्या »के सापेक्ष ज्ञात कीजिए। जब त्रिज्या 
2 मीटर है, आयतन में त्रिज्या के सापेक्ष परिवर्तन किस दर से होता है? 


न कृपा 5 ) न 2777 


हल #/ त्रिज्या की गेंद का आयतन ५< पक है। इसलिए, त्रिज्या » के सापेक्ष आयतन ५ के परिवर्तन 
की दर 


८५ _ 4४ /4 3) _ ,...2 
कह सका [व गत कण 
से प्राप्त होता है। जब #-2 मीटर, तो आयतन में परिवर्तन की दर ८ 6% मी?/मी है। 


उदाहरण 3 एक वृत्त की त्रिज्या समान रूप से 4 सेमी प्रति सेकंड की दर से बढ़ रही है। वह दर ज्ञात 
कीजिए जिससे वृत्त का क्षेत्रफल बढ़ रहा है जबकि त्रिज्या 8 सेमी है। 


हल समय के सापेक्ष वृत्त कौ त्रिज्या », 4 सेमी प्रति सेकंड की दर से बढ़ रही है अर्थात्‌ 
# 7 _ 4 सेमी / से। 
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अब, वृत्त का क्षेत्रफल ७-7०” है। इसलिए, समय / के सापेक्ष वृत्त के क्षेत्रफल » के परिवर्तन की दर 
जब /#+8 सेमी है 


हज (की 4 ्िः न 
थं। ,-8 सेमी कं. 4/ [,...8 सेमी ( शृखला नि ) 


# [(2778] 4564 सेमी? / से 


उदाहरण 4 एक घन का आयतन 7 घन सेमी प्रति सेकंड की दर से बढ़ रहा है। जब एक कोर की लंबाई 
2 सेमी है, पृष्ठ का क्षेत्रफल किस दर से बढ़ रहा है? 


हल मान लीजिए कि घन की एक कोर की लंबाई » सेमी है। घन का आयतन ५ तथा घन के पृष्ठ का द 
क्षेत्रफल & हो तो, ए>> तथा 856» जहाँ », समय / का अस्पष्ट फलन है। 


अब शः <7 सेमी /से (दिया है) 
- 7... _ 4 ३... 4 ..३. ८४ ; 
इसलिए, /8 तट छल (४) हा ( श्रृंखला नियम से) 
४52 
327, कर 
क्ग द 
् धरा 35% हे () 
48 _ 4 (६.2 
का दो. दा (6: ) 
जब 2, 4४ 
लक (0५ )- क्र 
| हैः 28 
४ न्श्जद् सदा [() शक प्रयोग से] 


अत; जब ४८ 2 


४7 >-_ सेमी /से 


(शितः हू 


है चूंकि अवकलज ड्वाया परिवर्तन की दर प्रदर्शित है, यदि एक राशि बढ़ रही है तो समय के सापेक्ष 


अवकलज धनात्मक होता है और यदि राशि घट रही है तो इसका समय के सापेक्ष अवकलज ऋणात्मक 
+ 
)॥ 


रण 5 किसी आयत की लंबाई », 2 सेमी/से की दर से घट रही है और चौड़ाई », 2 सेमी/से की 
बढ़ रही है। जब &2 सेमी और »5, आयत (४) के परिमाप 'तथा (9) क्षेत्रफल के परिवर्तन की 
त कीजिए। 


वूंकि लंबाई & घट रही है और चौड़ाई » बढ़ रही है, .हम पाते हैं 
का सेमी/से और कट सेमी/से 
॥यत की”परिमाप 7, 


7-2 (४+ 39) 
त्त्तहै। 


लग ह 2 (-2+2) 0 सेमी/से 


गयत का क्षेत्रफल ४, 
2. ना ४-9 
त्तहै। 
48 _| व5 9 
प्र | ध 2 । ह 
5 -2(5) + 2(2) (क्योंकि ४ 2 सेमी और » 5 सेमी). 
+ [4 सेमी ?/से। 


प्रज्नावली 4.॥ 
ृत्त के क्षेत्रफल के-प्रिवर्तन की दर इसकी त्रिज्या » के सापेक्ष ज्ञात कीजिए जबकि #+> 5 सेमी। 
क गेंद का आयतन इसकी त्रिज्या के सापेक्ष किस दर से बढ़ रहा है जबकि त्िज्या 3 मीटर है? 


त्त की त्रिज्या समान रूप से 3 सेमी प्रति सेकंड की दर से बढ़ रही है। ज्ञात कीजिए कि वृत्त का क्षेत्रफल किस 
र से बढ़ रहा है जब त्रिज्या 0 सेमी है। | 


न का आयतन 9 घन सेमी प्रति सेकंड की दर से बढ़ रहा है। पृष्ठ का क्षेत्रफल किस दर से बढ़ रहा है जबकि 
क कोर की लंबाई 0 सेमी है? 
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5, एक आयत की लंबाई », 3 सेमी / मिनट की दर से घट रही है और चौड़ाई », 2 सेमी / मिनट की दर से बढ रही 
है। जब ४ 0 सेमी और 9» 6 सेमी, आयत के (४) परिमाप (9) क्षेत्रफल के परिवर्तन की दर ज्ञात कीजिए। 


७, एक गुब्बारा, जो सदैव गोलाकार रहता है, एक पंप से 900 घन सेमी गैस प्रति सेकंड भरकर फुलाया जाता है। 
गुब्बारे की त्रिज्या के परिवर्तन की दर ज्ञात कीजिए जबकि त्निज्या 5 सेमी है। 


सर. एक गुब्बारा, जो सदैव गोलाकार रहता है, की त्रिज्या परिवर्तनशील है। त्रिज्या के सापेक्ष आयतन के 
परिवर्तन की दर ज्ञात कीजिए जबकि त्रिज्या 0 सेमी है। 


8. 5 मीटर लंबी सीढ़ी दीवार के सहारे झुकी है। सीढ़ी का नीचे का सिरा, जमीन के सहारे, दीवार से दूर 
2 सेमी/से की दर से खींचा जाता है। दीवार पर इसकी ऊँचाई किस दर से घट रही है जबकि सीढ़ी 
. के नीचे का सिरा दीवार से 4 मीटर दूर है। 


9, एक कण वक्र 6/5:»४+2 के अनुगत गति कर रहा है। वक्र पर उन बिंदुओं को ज्ञात कीजिए जबकि 
अननिर्देशांक की तुलना में »-निर्देशांक 8 गुना बदल रहा है। 


)0, एक परिवर्तनशील घन की कोर 3 सेमी प्रति सेकंड की दर से बढ़ रही है। घन का आयतन किस दर 
से बढ़ रहा है जबकि कोर 0 सेमी लंबी है? 


१4. एक वृत्त की त्रिज्या 0.7 सेमी प्रति सेकंड की दर से बढ़ रही है। इसकी परिधि की वृद्धि दर क्‍या 
है जबकि #4.9 सेमी है? 

2, एक हवा के बुलबुले की त्रिज्या दर सेमी प्रति सेकंड की दर से बढ़ रही है। बुलबुले का आयतन किस 
दर से बढ़ रहा है जबकि त्रिज्या । सेमी है? 


१3, एक गुब्बारा, जो सदैव गोलाकार रहता है, का परिवर्तनशील व्यास मर (22+]) है। »के सापेक्ष आयतन 
के परिवर्तन की दर ज्ञात कीजिए। 


१4, एक पाइप से बालू 2 सेमी /से की दर से गिर रही है। गिरती हुई बालू जमीन पर एक ऐसा शंकु बनाती 
है जिसकी ऊँचाई सदेव आधार की त्रिज्या का छठा भाग है। बालू के शंकु की ऊँचाई किस दर से बढ़ 
रही है जबकि ऊँचाई 4 सेमी है? 


१.3 स्पर्श रेखाएँ और अभिलंब (9 एशाए क्ाते विछागाशोंड) 


इस अनुच्छेद में, हम अवकलन के प्रयोग से एक वक्र के एक दिए बिंदु पर स्पर्श रेखा और अभिलंब के 
समीकरण ज्ञात करेंगे। 


पुन; स्मरण कीजिए कि एक दिए बिंदु (७७, »0) से जाने वाली तथा # प्रवणता की रेखा का समीकरण 
कप लग मिट इरकनक 


चल «. «#>- >॥< 7-4... # बा नीजण+ 


गणित 
9-७0 ₹+7(४->२०) 
प्त्है। 


. व? 


हर | (/(७)) , वक्र »«/(9) के बिंदु (का , 90) पर स्पर्श रेखा का ढाल है, इससे अनुसरित 
४८ (५५) 


है कि (४0, »0) पर वक्र »>/(0) की स्पर्श रेखा का समीकरण 

3-90 5 05)७-२७) 

प्त है। ह 
|. 

चूंकि अभिलंब स्पर्श रेखा पर लंबबत होता है, »>/(00 के (६, »)) पर अभिलंब का ढाल ग्लब 


। इसलिए, वक्र »5/ (0) के बिंदु (७, ))) पर अभिलंब का समीकरण है 


9-90 5 (+४-<0) 


(००७) 
(४-30) / (७७)+ (४-0) 570 . 
स्मरण कीजिए कि यदि >5/(४) की कोई स्पर्श रेखा >-अक्ष की धन दिशा से 6 कोण बनाएँ, तब 


4) 
. ध५ 


# स्पर्श का ढाल (प्रवणता) > शा 9 

जआष्ट' परिस्थितियाँ (एश्लानांटाब्वान ८85९5) -* 

पदि स्पर्श रेखा का ढाल शून्य है, तब (॥॥9-0 और इस प्रकार 8-0 जिसका अर्थ है कि स्पर्श रेखा. 
क्ष के समांतर है। इस स्थिति में, (७६, »७) पर स्पर्श रेखा का समीकरण 9» ७ -होगा। 

यदि स्पर्श रेखा का ढाल+ ०० की ओर अग्रसर है, तब (७॥0 -> + ०० और इस प्रकार 6-3+ 2 जिसका 


है कि स्पर्श रेखा >-अक्ष के लंबवत्‌ है अर्थात्‌ >-अक्ष के समांतर है। इस स्थिति में (५0, »०) पर स्पर्श 
का समीकरण »5 0 होगा। 


हारण 6ढाल--] वाली सभी सरल रेखाओं का समीकरण ज्ञात कीजिए जो वक्र /5---- को स्पर्श 


ती हैं। 
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हुल दिए वक्र के बिंदु (४, 9) पर स्पर्श रेखा की प्रवणता (ढाल) 








कया 
वर (&४-7) 
से प्रदत्त है। परंतु ढाल - दिया है। 
इसलिए 
न्दं -] 
(७४-१) 
चर (४-) 
झ्न्के &-] 5 +] 
ने अ४+0,2 


अब&<0 से »+-] तथा 2 से »5। प्राप्त होता है। इस प्रकार, दिए वक़् की -] ढाल वाली दो स्पर्श 
रेखाएँ हैं जो क्रमशः बिंदुओं (0, -) तथा (2, ) से जाती हैं। 


अतः (0,-) से जाने वाली स्पर्श रेखा का समीकरण 
2-(-)5- (४-0) 


क्र ,.. 9+अ&+क [0 
होगा। * 
तथा (2,) से जाने वाली स्पर्श रेखा का समीकरण है : 
9७०१८ (४-2) 
<> 9७४+5४-3750 
होगा। 
उदाहरण 7 वक्रे 7/5»!-४+] के उस बिंदु पर स्पर्श रेखा का ढाल ज्ञात कीजिए जिसका #-निर्देशांक 
2 है। ह 
हल (»,)) पर दिए वक्र की स्पर्श रेखा का ढाल 


4) _ 4.2 
हक ने 33% +] 
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से प्रदत्त है जिससे अभीष्ट ढाल 
हत “322 )-व वा 
ध्ड ८३ 

होगा। 


7 अभिलंब 
उवाहरण 8 चक्र+०६००४२0, »-४9॥४ के 05 पर अभिलंब का ढाल ज्ञात कौजिए। 


हल दिए वक्र की स्पर्श रेखा का ढाल 


बॉ. इंा अमजत स्‍लओओओ... प्म 


(24) 

थे) _ 4 ५40. 29 
धर 

40 


_ 34ध्)0 ०080 _-आ॥ 0 
-34 00870 आं0.. ००8४ 0 


इसलिए, दिए बक्र के अभिलंब का ढाल... 


न्न | 0090 हे 
के * छह । 0 * ४४ है। 
व्‌ 0080 


अत;, दिए वक़़ के 0« प्र पर अभिलंब का ढाल ०० य अर्थात्‌ । है। 


2 2 
उदाहरण 9 वक़र पा - पर # । पर उन बिंदुओं को ज्ञात कीजिए जिन पर स्पर्श रेखाएँ 
4) +-अक्ष के समांतर हों (॥) »-अक्ष के समांतर हों। 
" 2. 2 
[ल दिए वक़़ के किसी बिंदु पर (,)) पर स्पर्श रेखा की प्रवणता न है। हे "5 कप <] का » के सापेक्ष 
प्रवकलन करने पर हम पाते हैं ह 


5 
9 6 #& 
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% _6: 
न्त्ह बट. 99 


6) अब, स्पर्श रेखा >-अक्ष के समांतर है यदि स्पर्श रेखा की प्रवणता शून्य है जिससे न 0 यह संभव 
2 


2 2 हि 
है यदि ४50 तब रे हु हे ल्‍] से ४-0 पर )? >-6 अर्थात्‌ »++% इस प्रकार, कोई वास्तविक बिंदु 


नहीं है जिस पर स्पर्श रेखा »-अक्ष के समांतर है। 

(7) स्पर्श रेखा >-अक्ष के समांतर है यदि स्पर्श रेखा की प्रवणता +०० है अर्थात्‌ अभिलंब की प्रवणता शून्य 
है जिससे फल 50 मिलता है अर्थात्‌ »50, इस प्रकार, दर - के 5] से 950 पर £४5+3 मिलता 
है। अतः वह बिंदु (3,0) और (-3,0) हैं जहाँ पर स्पर्श रेखाएँ »-अक्ष के समांतर हैं। 


उदाहरण 0 बक्र « + »/) >2«के बिंदु (,.) पर स्पर्श रेखा तथा अभिलंब के समीकरण ज्ञात 
कीजिए। ह 


हल &23 + »२)१ > 2 का » के सापेक्ष अवकलन करने पर, 


हम पाते हैं 
2 -ु,2दुथ 
38, 3780 2 कही 
3 3". व 
_ ० __( 
| 7५ $ नही कि 


तथा (,4) पर स्पर्शी की प्रवणता | +-]! है जिससे (,) पर स्पर्शी का समीकरण 
(4, !) है 


9-5-] (४- ) 
य्पजै 9+४-2<0 है। 
तथा (,) पर अभिलंब की प्रवणता 


॒ नव हा । 
/3.॥ ॥ शक डयाचाी ज्यी वाज्यशानओ..... त 
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से प्राप्त है। इसलिए, (, ) पर अभिलंब का समीकरण होगा : 
>->] (:-]) या 9-४50 
उदाहरण १ वक़ »5» -2»+7 की स्पर्श रेखा का समीकरण ज्ञात कीजिए जो 
(0) रेखा 2:-9+9<0 के समांतर है। 
. (0) रेखा 5/-5%5 3 के लंबवत हे। 
हल »5« -2<+7 का » के सापेक्ष अवकलन करने पर, हम पाते हैं 
कल? (0) 
(४) दी रेखा 2:-)+9<0 की प्रवणता 2 है। चूंकि स्पर्श रेखा इस रेखा के समांतर है, स्पर्श रेखा की प्रवणता 
भी 2 हुईं क्योंकि समांतर रेखाओं की प्रवणताएँ समान होती हैं। इसलिए () से, हम पाते हैं 
2४-22, अर्थात्‌ ४52 


त्तब वक्र पर ४52 के संगत बिंदु का )-निर्देशांक /5 (2)2- 2(2)+ 757 है। इसलिए, बिंदु (2, 7) है। अतएव 
दिए वक़ की दी रेखा 2:-/+ 950 के समांतर रेखा का समीकरण 


»>-752 (४-2) 
न्ड #-2४-3 0 है। 
(0) दी रेखा 5/-5% ]3 की प्रवणता 3 के बराबर है। इसलिए, दी रेखा के लंबबत स्पर्श रेखा की प्रवणता 


+ पु, जिससे () से 2:-2₹ ---, अर्थात्‌ ४57 मिलता है। तब, ४5> के लिए वक्र पर )-निर्देशांक 
5) आग, 
हू) 456)/7* 36 


5 
इस प्रकार, 5४- 5%5 3 के लंबवत ( ६ 46 | से जाने वाली स्पर्श रेखा. का समीकरण होगा 


है। 


सम 369-2]75-22+0 


सीटी. 4 3 ध 2 व अगा हु 


30. 


3. 
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प्रज्नालली 44.2 
वक़॒ >0-3%+ 2 की स्पर्श रेखाओं के ढाल उस बिंदु पर ज्ञात कीजिए जिन पर >ननिर्देशांक 3 है। 


चक्र ++- ८ ४706, >>४ ०0826 के 85 न्‍. पर अभिलंब का ढाल ज्ञात कीजिए। 


ढाल 2 वाली सभी रेखाओं के समीकरण ज्ञात कीजिए जो वक्र »# द्रद को स्पर्श करती हैं। 


ढाल ०0 वाली सभी रेखाओं के समीकरण ज्ञात कीजिए जो वक्र » न-ज-प्र7प५ को स्पर्श करती हैं। 
हर] न ++ «ओ 
रे रे 
क्र स् + हल >] पर उन बिंदुओं को ज्ञात कीजिए जिन पर स्पर्शियाँ 6) >-अक्ष के समांतर हैं 


(४) >-अक्ष के समांतर हैं। 
दिए वक्रों के दिए बिंदुओं पर स्पर्शी और अभिलंब के समीकरण ज्ञात कीजिए- 
(0. >> - 6» +3< -0%+ 5, के (0, 5) पर 
के)... #नतर्ी ८6 +3>%* --0:+5, के (, 3)पर 
(४) >> के (, ॥) पर 6०)  »>>») के (2, 8) पर 
(ए) >»चः> 7 के (0, 0) पर (सं). #चत00ड ह, #>रशांग/ के /5८ का 'पर 
(सी) ]6:/ । + 992 ८ 44 के (४, 9) पर जहाँ ७52 और ७», > 0 पर 


(शो). ऑफ 





4+-> 


 दीर्घवृत्त “>+ एड सु । के (४, »,) पर स्पर्शी का समीकरण ज्ञात 'कीजिए। 
७ 


दिखाइए कि वक्र »57:9+ ] पर जहाँ 52 और »--2 हैं, स्पर्श रेखाएँ समांतर हैं। | 
वक्र »-5:७ पर उन बिंदुओं को ज्ञात कीजिए जिन पर स्पर्शी का ढाल बिंदु के 3-निर्देशांक के बराबर ६ 
वक्र »/54७- 2.5 पर उन बिंदुओं को ज्ञात कीजिए जिन पर स्पर्शियाँ मूल बिंदु से होकर जाती है 


वक्र #+॥२--2/-3 50 के उन बिंदुओं पर स्पर्श रेखाओं के समीकरंण ज्ञात कीजिए जहाँ पर स्पर्शिर 
» ्पश्य ज्फे एाण्णंतर हं। 


॥.4 वर्धधान (काल-सक्षणं॥0) और हासमान (9९त6४ब्रष।वए) फलन 


गणित 


, वक्र 4७.७ के बिंदु (0 ८ऋ) पर अभिलंब का समीकरण ज्ञात कीजिए। 
, वक्र |>0+20+6 के अभिलंबों का समीकरण ज्ञात कीजिए जो रेखा ४+ 4/+4-0 के समांतर हैं। 


परवलय ॥+२-4८० के (८०, 240 पर स्पर्शी और अभिलंब के समीकरण ज्ञात कीजिए। 


, सिद्ध कीजिए कि वक़॒ ४5» और ७-६ समकोण पर काटते हैं यदि 8/2«] 
. अतिपरवलब +- ह +। के बिंदु (७, »0) पर स्पर्शी तथा अभिलंब के समीकरण ज्ञात कीजिए। 
कि 


, बक्र »> 3४-75 की स्पर्शियों के समीकरण ज्ञात कीजिए जो रेखा 4:-29+550 के समांतर हैं। 


: इस अनुच्छेद में, हम अवकलन का प्रयोग करके यह ज्ञात करेंगे कि फलन वर्धमान है या हासमान है या कोई नहीं। 


वर्धमान एवं हासमान फलनों के सिद्धांत की व्याख्या के लिए आइए हम सारणी . पर विचार करें। यह 


सारणी पाँच कंपनियों (8, 8, 0, 9 और 8) की वर्ष 200। में कार की बिक्री का विवरण प्रस्तुत करती हैं। 
सारणी , : वर्ष 200। में विभिन्‍न कंपनियों की कारों की बिक्री को प्रदर्शित करने की सारणी 


माह विभिन कंपनियों की वर्ष 200 में कारों की बिक्री ( हजारों में ) 


जनवरी 
'फरवरी 


है! 


पं 


अप्रैल 


है ।॒ 


'जुलाई 
अगस्त 
सितंबर 
अक्तूबर 
नवंबर ..- 


दिसंबर 2.50 2.75 .00 













॥ बा िद 
[.00 
बाण 
0 


प्र 








छे 


8५ 
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यहाँ प्रेक्षण करते हैं कि & और 8 कंपनियाँ की बिक्री वर्धमान क्रम दिखाती हैं. जिससे इन दोनों कंपनियो 
की वर्ष 200 में कारों की बिक्री प्रदर्शित करने वाले फलन वर्धमान फलन है तृथा हम प्रेक्षण कर सकते 
हैं कि (' और 7) की कारों की बिक्री हासमान क्रम में है और इस प्रकार इन दोनों कंपनियों की वर्ष 200 
में, कारों की बिक्री प्रदर्शित करने वाला फलन हासमान फलन हेैं। तथापि, ४ कंपनी की कारों की बिक्र 
एक भिनन प्रवृत्ति प्रदर्शित करती है। प्रथम तीन माह में यह वर्धमान प्रवृत्ति दर्शाता है और अगले दो माह # 
यह हासमान प्रवृत्ति दर्शाती है इत्यादि। इसी कारण इस कंपनी की वर्ष 200 में, कारों की बिक्री. प्रदर्शिः 
करने वाला फलन न तो वर्धमान ही है और न हासमान ही। 


इसके अतिरिक्त यह प्रेक्षण किया जा सकता है कि 8 की बिक्री संपूर्ण वर्ष एक निरंतर वर्धमान प्रवृत्ति 
(४7009 ॥0७४8»78 ४७7०) दर्शाती है तथा ॥) की बिक्री संपूर्ण वर्ष एक सुनिश्चित हासमान प्रवृत्ति दर्शाते 
है। इन्हीं कारणों से वर्ष 200 में 8 कंपनी की बिक्री का फलन निरंतर वर्धमान फलन के रूप में और] 
कंपनी की 200। की बिक्री का फलन निरंतर हासमान फलन के रूप में समझा जाता है। 


हम अब इस प्रकार के फलनों को विधिवत परिभाषित करेंगे। 


परिभाषा ॥ मान लीजिए अंतराल ॥ पर परिभाषित फलन / है और अंतराल | में दो बिंदु », और », « 
तब / कहा जाता है । 


(0) अंतराल |] में वर्धमान, यदि ४ < >», न> / (७) < /(»,) 

(0) अंतराल में निरंतर वर्धमान, यदि &| <>, 5> /(») < /(४३) 
(गा) अंतराल | में हासमान, यदि & < 92 +२ (४) े /(७५) 

(0५) ् [ में निरंतर हासमान, यदि », < »५ न्‍>े /(७) > /(०७) 


इस प्रकार के फलनों का आलेखीय प्रदर्शन (आकृति .] और .2): 


९५ | 4 





वर्धभान फलन ह निरंतर वर्धभान फलन 
|8॥| न्‍याति 444 (0) ड़ 
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है 
लक ७ 
| - टू | ॥ 
; छहासमान फलन निरंतर हासमान फलन 
() हु '.. (२) 
आकुृत्ति 44.॥ 
ष्् 


हा 





न तो वर्धभान और न ही हासमान फलन 
ऊकाकृति १4.2 


हम अब एक बिंदु पर वर्धमान: अथवा हासमान फलन को परिभाषित करेंगे। 
परिभाषा 2 मान लीजिए. / एक फलन है जिसके प्रांत में एक विवृत अंतराल 
[5 (४ - #, & + #) में एक बिंदु & है। तब, 
(0) -/,& पर व्धथमान कहा जाता है यदि. 
(8) ॥ में #<<> करे /(७)</(» . 
तथा (७)7] में >> उ+> /(»0) > /(>) 
(9) /, & पर हासमान कहा जाता है यदि 
(3) 7 में ७&<& +$ /(७) >े /(») 
तथा (9)] में &>> 5+ /(:७)< 7/(») 


ु अवकलज के अनुप्रयोग 56 
उदाहरण 42 दिखाइए कि फलन २ पर /(४) ८ 2:+ 3 एक निरंतर वर्धमान 'फलन है। 
हल मान लीजिए २ में ५, और », कोई संख्याएँ हैं, तब 
| <37 करे 20 < 252 
मरे 22] +3 < 222 +3 
करे (03) < /(००) 
इस प्रकार, परिभाषा (४) से, यह अनुसरित होता है कि ॥ पर / पर एक निरतर वर्धमान फलन है। 


' उदाहरण 3 दिखाइए फलन /#(0 -5+> 


(४) (0, ०) में निरंतर वर्धभान फलन है। 
. (9) (-०«», 0) में निरंतर हासमान फलन है। 
हल (७) मान लीजिए (0, ०») में », और >»,कोई दों संख्याएँ हैं। यदि »,< »,, तब 


रु * ड््‌ <ः ] * जं2 < जे  ] 


स्पे श <0 32 <०2 
घ्च्डे रा <_ 92 
प्र (2४) < / (७2) 


अतः (0, ००) पर/ एक निरंतर वर्धमान फलन है। 


(0) मान लीजिए (-०», 0) में » और », कोई दो संख्याएँ हैं। यदि ४< »,, तब 


सर म>2-अ (चूंकि ४; < 0) | 
>>. ४ - (चूंकि 2, < 0) 
. करे जा > ् | 
च्जे .,. (0१)०/ (०) 


इस प्रकार, द<>2 ल्‍> /(५)> /(८) 


अतः (-००, 0) में # एक निरंतर हासमान फलन है। 
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अब हम दर्शाएंगे कि वर्धभान और हासमान फलनों का अध्ययन अवकलज की सहायता से करेंगे। हम 
वर्धमान और हासमान फलनों के लिए नीचे प्रथम अवकलज परीक्षण प्रस्तुत करते हैं। हम उल्लेख करना चाहते 
हैं कि इस परीक्षण की उपपत्ति में माध्यमान प्रमेय (था एथए०९ ४८०७7) का प्रयोग होगा जिसका अध्ययन 
इस अध्याय के बाद में किया जाएगा। ह 


प्रभेथ 4 मान लीजिए [6, 2] पर # संतत और विवृत्त अंतराल (७, 2) पर अवकलनीय है। तब 
(७) [4, 9] पर / वर्धमान है यदि प्रत्येक <€(०, 2) के लिए /(0>0 
(9) [०, ४] पर / हासमान है यदि प्रत्येक ४6 (4,2) के लिए //(»)<0 
उपपत्ति (४) दिया है कि प्रत्येक :८(०, ४) के लिए, /“(>0 मान लीजिए ५, ०2 ८ (०, 2) जिससे क्‍ 
»॥ <»2 तब माध्यमान प्रमेय (प्रमेय 7) से », और >», के मध्य एक बिंदु ८ का अस्तित्व है जिससे 
(४22-/(४)5 /(०)(७० - |) 
चर /0०)-/(५)>0.. (चूंकि /(०)>०0) 
ने (22) > / (५) 
इस प्रकार, हम पाते हैं : 
[०, /] के सभी »,, <, के लिए, 
32 > ४ 7२. (००) > / (४) 
अतः, [७, 2] में # एक वर्धमान फलन है। 
(५) (४) की भाँति यह अनुसरित होता है। पाठकों के लिए इसे अभ्यास हेतु छोड़ा जाता है। 
उताहरण १4 सिद्ध कीजिए कि २ पर चर घातांकी फलन & निरंतर वर्धमान फलन है। 


। ६४ 9. #« 
ले मान लीजिए /(ध)-८१ है तब /()-७7. चूंकि >0 के लिए, ७7 >] + कक +...>] 


हम पाते हैं :>0 के लिए /(£)-८* > 0. 
तथा, यदि £४<0, तब 


22६ 8 57 ] 
()न्् के हद नि एक घनराशि - एक धनराशि 





इस प्रकार, सभी &€॥२ के लिए, /((४ध)>0 
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अतः ॥ पर ८ एक निरंतर वर्धमान फलन है। 
उदाहरण 45 सिदूध कीजिए कि फलन #/(४) 5 झा | 


(9) [० न | में निरंतर वर्धमान है। 


(8) 3 » 7 ] में निरंतर हासमान है। 


तथा. (७)(0, 0 में न तो वर्धमान और न ही हासमान है। 
जुल्ल हम जानते हैं कि /“(४) ८ ०008% 


(७) चूँकि प्रत्येक ४& (५ 2 ]क लिए, ००४ ४> 0, हम पाते हैं /(४) >0 और इस प्रकार #, [५ ] 
में निरंतर वर्धमान है। 


(0) चूंकि प्रत्येक ५६ । डर ५ प् , ००४४ < 0, हम पाते हैं /((४)<0 और इस प्रकार, /, । ट ! बे निरंतर 
हासमान है। | ः 
(0) उपर्युक्त (8) और (9) के परिप्रेक्ष्य में यह स्वयं अनुसरित होता है। 


उदाहरण १6 अंतराल ज्ञात कीजिए जिनमें /(४) 5 2.2 - 3% से प्रदत्त फलन /, (४) निरंतर वर्धमान (0) निरंतर 
हासमान है। 


घल हम पाते हैं : 
700 ८ 25 - 3५ 
से (७5) 5-5 4%-3 


इसलिए, /()5० से ८ हि से प्राप्त होता है। बिंदु ४८ नि वास्तविक रेखा को दो असंयुक्त अंतरालों, 


3) . /3 मे ॒ 
नामतः [+ कक | और | ५ ०० | में विभकत करता है। अंतराल 


७५ अं # बा 4७७८5 ८ बंध ाकह- 2 
न 37% दे 3 पर 


3 में ह अगला हों 
[+* हल ] , /(४)-<4%-3 < 0 इसलिए, इस अंतराल में 4 
थे हे । आकृति १4.3 
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/ निरंतर हासमान है। तथा अंतराल में रे -] में, #(४)>0 और इस प्रकार इस अंतराल में फलन / 
निरंतर वर्धमान है (आकृति ..3)। 


उदाहरण १7 अंतराल ज्ञात कीजिए जिनमें /(४) 52: -3: -36%+7 से प्रदत्त फलन /, (४) निरंतर 
वर्धमान (४) निरंतर हासमान है। 


हल हम पाते हैं 
(०) 52 “3४ -३6/+7 
58: 598 503. 


न 6(« -४-6) 56(४-3) (४+2) ह 
इसलिए, /(४)50 से+5>३3, -2 प्राप्त होता है। ८-2 और. ऑन्‍णएएणणःएणएणण हो 





+-+ 
४-3 वास्तविक रेखा को तीन' असंयुक्त अंतरालों, नामत; हे हर ] रे भा 
(-००,-2), (-2,3) और (3,००) (आकृति .4) में विभवत 
करते हैं। 


अंतरालों (-०,-2) और (3,००) में /“) धनात्मक है जबकि अंतराल (-2, 3) में ऋणात्मक है। निष्कर्षतः 
'फलन / अंतराल (-०,2) और (3,०) में निरंतर वर्धमान है जबकि अंतराल (-2, 3) में फलन निरंतर हासमान 
है। अतः /, 2२ पर न तो वर्धमान है और न ही हासमान है। 


उदाहरण १8 अंतराल ज्ञात कौजिए जिनमें /(४) 5 आ॥४+ ००४७, 0< ४ < 2% दवारा प्रदत्त फलने /, 
वर्धमान या हासमान है। 


हल ज्ञात है कि 
 आ(छ) सभा 5+0085, 05 5 27 
स्सरे (2) 5 ०08 ४- झी। | 


अब“ क :0] ली 0० नल अमीर अर लक जद य “ ४ डे पड 


अब, # (050 से 8४7 ४ ००४ £ जिससे हक्टू यं प्राप्त होते. 0 हक 57 #4+ 


रे थ्‌ 
हैं (आकृति .5), जहाँ 0 < ५ < 29 ीि कृति 7 
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ध्यान दीजिए कि | 
(४) > 0, यदि >€ [० न की, हि 2] 
डक # अंतरालों [० ! ] और पा ध्धो में वर्धमान है। 
४ 57 
और (४) <0, यदि मय त 
लक / अंतराल सा 3 | में हासमान है। 


प्रइनावली ॥,3 
!. अवकलज का प्रयोग किए बिना दर्शाइए कि ॥१ पर फलन /(४) 57»-3 एक निरंतर वर्धमान फलन है। 


2. अवकलज का बिना प्रयोग किए सिद्ध कीजिए कि » के सभी वास्तविक मानों के लिए /(४) 5&:+ ४2 
4८ और & अचर हैं तथा ८> 0, एक ज्लिरंतर वर्धभान फलन है। 


3. अवकलज का बिना प्रयोग किए दर्शाइए कि फलन /()5|< | 
(४) (0,०») में निरंतर वर्धमान है। (9) (-००,0) में निरंतर हासमान है। 
4.  दिखाइए कि 72 पर /(४) 5४८० से प्रदत्त फलन निरंतर वर्धमान है। 
5. दिखाइए कि /(४) 5८००४ से प्रदत्त फलन 
(४) (-६ 0) में निरंतर वर्धभान है।. (७9) (0,:0 में निरंतर हासमान है। 
तथा (०) (-%*,70 में न तो वर्धमान है और न ही हासमांन है। 
6. अंतराल ज्ञात कीजिए जिनमें निम्नलिखित फलन निरंतर वर्धमान या हासमान हैं : 
(0). &#+2%-5 (७0) 40-6%- 27 (७0. -2« -9» -25 
(8) 6-9४-< | (०) (४+]) (४&-3)* । 





7. दिखाइए कि ४>-]! के सभी मानों के लिए »₹02(+>) - , » का एक वर्धमान फलन है। 


8, <» के मान ज्ञात कीजिए जिनके लिए 9<[>४(%-2)7? वर्धमान है। 
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9. सिद्ध कीजिए कि [५ १] में />--+00 __0, 9 का एक वर्धमान फलन है। 


हि (2+ ०080) 
0. सिद्ध कीजिए कि लघुगणकीय फलन, जहाँ कहीं भी परिभाषित है, एक निरंतर वर्धमान फलन है। 
. सिद्ध कीजिए कि ॥२ पर /(॥) >> - 3४ +32 -00 से प्रदत्त फलन / एक निरंतर वर्धमान फलन है। 


2. सिद्ध कीजिए कि (-, )) पर /(&)5" ७ ->+] से प्रदत्त फलन न तो वर्धमान है और न ही हासमाना 


2 
(9) ०08 (0) ०08 2» (0) ०008 ३५ (0) था > 


43. निम्नलिखित में कौन-से 'फलन | 0, 2)! पर निरंतर हासमान है? 


4. निम्नलिखित अंतरालों में से किस पर /(:0) 5 +ञ:-। से प्रद॒त्त 'फलन / निरंत्तर वर्धमान है? 


7 0! पर 
(8) (-, ।) (०) (0, !) (०7१? *|।| (०0| ४ उठ 


5. ४ का सबसे कम मान ज्ञात कीजिए जिससे (,2) पर /(0#> +६४+] से प्रदत्त फलन / निरंतर वर्धमान है। 


] 
6. मान लीजिए (-, ।) से असंयुक्त एक अंतराल ॥ हो तो सिद्ध कीजिए कि ॥ पर /(0)5 ४+ गे से प्रदत्त फलन 
/ निरंतर वर्धमान है। 
7. सिद्ध कीजिए कि फलन /(25]68 आ>ऊ , [० ३ | 'पर निरंतर वर्धभान और ।( डर $ गे | 'पर निरंतर हासमान है। 
8. दिखाइए कि सभी . के लिए /(४)5 0* से प्रदत्त फलन / वर्धमान है। ह 
.5 उच्चिष्ठ और 'निम्निष्ठ (शक्कतंग्रा॥ द्रात शता।॥9) 
इस अनुच्छेद में, हम फलनों के उच्चिष्ठ और निम्निष्ठ मान की गणना करने में अवकलन को प्रयोग में लाएंगे। 
आइए हम निम्नलिखित तीन समस्याओं पर विचार करें थ. व्याव्रहारिक परिस्थितियों में उत्पन्न होती हैं; 


समस्या । एक कंपनी अनुभव करती है कि यदि उसका उत्पादन कम हो है तो उसका लाभ भी कम होता 

: है। यदि वह अत्यधिक उत्पादन करती है तो वह सामान को बेचने में असमर्थ होती है और इसलिए कोई लाभ 
नहीं होता है। वह अधिकतम लाभ कमाना चाहती है। यह अनुभव करती है कि लाभ समीकरण 
2 (४)74] - 245- 8/ से प्रदत्त है जहाँ » उत्पाद की मात्रा है। अधिकतम लाथ यया है जो कंपनी 
कमाना चाहती है? यह कितने माल का उत्पादन करे कि जिससे अधिकंतम -लाभ प्राप्त हो? 


समस्या 2 शत्रु का एक जैट बक् /5#+2 के अनु उंड रहा है। बिंद (3,2) पर खड़ा एक सैनिक इसे 
गिराना चाहता है जबकि यह उससे निकटतम हो। वह निकटतम दूरी क्‍या है? 
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समस्या 3 सूत्र & 5 ८/- ०४, जहाँ ८ और & अचर हैं, के अंतर्गत ऊपर की ओर गतिमान गेंद द्वारा प्रा 
महत्तम ऊँचाई क्‍या है? 


इन तीनों समस्याओं में कुछ सर्वसामान्य है। हम इनमें से प्रत्येक में दिए फलन के उच्चिष्ठ अथवा निम्नि 
मान ज्ञात करना चाहते हैं। 


परिभाषा 3 मान लीजिए एक अंतराल ] में एक फलन / परिभाषित है, तब 

(७) ॥में / का उच्चिष्ठ मान कहा जाता है यदि | में एक बिंदु ८ का अस्तित्व है जिस 
/(०2/(0७०0, एं:८। 
सख्या/ (८) को में / का उच्चिष्ठ मान कहते हैं और बिंदु ०, में / का उच्चिष्ठ मान वाला 
कहा जाता है। 

७) 7में / का निम्निष्ठ मान कहा जाता है यदि ] में एक बिंदु ८ का अस्तित्व है जिस 
7(८)5 (), ए: € ] 


संख्या /(८) को | में! / का निस्निष्ठ मान कहते हैं और बिंदु ०, | में / का निस्निष्ठ मान वाला ि 
कहा जाता है। 


(०) ॥में / एक चरम मान (०८४०॥०८ एथ४८) रखने वाला कहा जाता है यदि | में एक बिंदु ८ का अस्ति 
है जिससे | में / (८), # का या तो उच्चिष्ठ मान अथवा निम्निष्ठ मान है। 
इस स्थिति में संख्या /(०),] में. / का चरम मान कहलाता है और बिंदु ० एक चरम बिंदु कहलाता" 


आकृति .6 (9) और (0), में हमने निश्चित विशिष्ट फलन को एक बिंदु पर उच्चिष्ठ मान तथा निम्नि 
मान रखते हुए प्रदर्शित किया है - 


4 





5 


८० पर # का उच्चिष्ठ मान 
(८) 





ह ८ पर # का निम्निष्ठ मान . | 
आकृति 4१.6 ह (४) | 
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कुछ फलनों की स्थिति में कलन का प्रयोग किए बिना फलन के उच्चिष्ठ अथवा निम्निष्ठ मान ज्ञात 
करना कठिन नहीं होता है जो निम्नलिखित उदाहरणों में देखा जा सकता है। ह 


उद्दाहरण 9 /(४) ८9:०2 -6:+,%८ छ से प्रदत्त फलन # के. ४ 
उच्चिष्ठ और निम्निष्ठ मान; यदि कोई हों तो, ज्ञात कोजिए। 


हे दिया हुआ फलन है: 
औ(05८१० -6:+], रे 


<(30-) 20,756 छ्‌ 






अतः, /(.०+0 यदि ४ नि है। इसलिए, / का निम्निष्ठ मान0 २ ह 


2 ॥ 
. 5 3. 3 
है और / के निम्नतम मान वाला बिंदु *>- है (आकृति .7)। ठचा किक 6%+ ] 
इसके अतिरिक्त / का कोई उच्चिष्ठ मान नहीं है और इसलिए, * ८ 
ए में / का कोई उच्चिष्ठ बिंदु नहीं है। व] 7ए 
उदाहरण 20 /(४)5-» ,«८ [२ से प्रदत्त फलन / के उच्चिष्ठ अल ते है ऊ 
और निम्निष्ठ मान, यदि कोई हों तो, ज्ञात कीजिए। 


हल सभी&6 7९ के लिए दिया फलन धनात्मक नहीं है। इसलिए, 
# का उच्चिष्ठ मान 0 है और ४-0, / का उच्चिष्ठ मान वाला 
बिंदु है (आकृति .8)। इसके अतिरिक्त, अंकित कीजिए कि [२ 
में / का कोई निम्निष्ठ मान नहीं है. और इसलिए २ में # के 


आचत्नऊओं 


निम्निष्ठ मान वाला कोई बिंदु नहीं है। ह आकृति १4,8 


उदाहरण 28 /(») 5 », ४८ (0,॥) से प्रदत्त फलन / के. उच्चिष्ठ 
और निम्निष्ठ मान, यदि कोई हो तो, ज्ञात कीजिए। . 


हल दिए अंतराल (0, ) में दिया फलन एक वर्धमान फलन है। इसलिए फलन का निम्निष्ठ मान 0 के 
दाई ओर निकटतम बिंदु पर तथा उच्चिष्ठ मान । के बाई ओर निकटतम निंदु पर होना चाहिए। कया ऐसे बिंदु 
उपलब्ध हैं? वास्तव में नहीं। ऐसे बिंदुओं को अंकित करना संभव नहीं है (आकृति .9)। इसलिए, अंतराल 
(0, ) में फलन का.न तो कोई उच्चिष्ठ मान है और न निम्निष्ठ मान ही। 
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टिप्पणी पांठकगण प्रेक्षण कर सकते हैं कि यदि उदाहरण 2] में / 
का क्षेत्र बढ़ाकर [0, ] कर दिया जाए तो फलन का निम्निष्ठ मान 
४ «0 पर 0 तथा उच्चिष्ठ मान ४5 ] पर । है अर्थात्‌ हम विवृत्त 
अंतराल (0, ।) के स्थान पर संवृत्त अंतराल [0, ] लें। हम वास्तव 
में निम्नलिखित परिणाम पाते हैं : 

“ग्रत्येक एकदिष्ट (#6#0०#४2) फलन में, फलन की परिभाषा 
के हा के अन्य बिंदुओं पर उच्चिष्ठ / निम्निष्ठ की संकल्पना की 
जाती है।” 


अधिक व्यापक रूप से," सवृत्त अंतराल पर प्रत्येक सतत फलन 9 ८ »,(0, )) में . 
के उच्चिष्ठ और निस्निष्ठ मान होते हैं।” आकृति 4,9 


इस परिणाम की उपपत्त्ति वर्तमान पाठ्यक्रम के क्षेत्र में नहीं है। 


. इस अनुच्छेद में एक संवृत्त पर परिभाषित फलन के उच्चिष्ठ और निम्निष्ठ मानों के बारे में अतिरिक्त 
विचार बाद में किया जाएगा। 


आइए अब आकृति .0 में दर्शाए फलन $ के आलेख का परीक्षण करें। प्रेक्षण कीजिए कि फलन ॥ 
बिंदुओं ७, 8, 2 और 7 पर वर्धमान से हासमान या विलोमतः अपनी प्रकृति बदलता है। ये बिंदु फलन 
| के वर्तन बिंदु (77778 [2077775) कहलाते हैं। 
पट 


रु 





। 





2[०>7# 2, गम ८2,-#४# 2, ०+# ८; हे 9 


व्यान्मति 440 ु ; 
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आइए हम £<८, के संगत बिंदु & पर विचार करें। विवृत्त अंतराल (॥-#,० +#) (#> 0) में अंतर्विष्ट 
८, पर विचार करें। यदि हम 6 के प्रांत को अंतराल (७ -#,० +#)५८ (0, ००), (४ > 0), तक सीमित करें तो 
५ (०), $ का निम्निष्ठ मान है और ८, इस अंतराल में निम्निष्ठ मान वाला बिंदु है। 


इसी प्रकार, ४-८, के संगत बिंदु छे के लिए, आइए हम विवृत्त अंतगल (22-#,०2० +#) ८८ (०, ०५), (४ > 0), 
में अंतर्विष्ट 2, पर विचार करें। पुन; यदि हम फलन $ के प्रांत को (० -#,००+#) तक सीमित करें तो हम 
पाते हैं कि 0 का उच्चिष्ठ मान 0(०,) है और ८, इस अंतराल में $ के उच्चिष्ठ मान वाला बिंदु है। 


इसी तरह, आकृति .0 में आलेख से प्रेक्षण किया जा सकता है कि ४८, के संगत बिंदु 0 के 
अंतराल (०३-#,०३+॥) ८ (०५, ०५), (४>0), में $ के निम्निष्ठ मान वाला बिंदु है जिस पर निम्निष्ठ मान 
९ (०५) है और ४८, के संगत बिंदु [9 अंतराल (८५-#,०५+#) ८ (०३,४०), (४#> 0) में ७ के महत्तम मान 
वाला बिंदु है जिस पर महत्तम मान 6(०,) है। 


फलन / के & और 0 सदृश बिंदु, ' स्थानीय निम्निष्ठ मान! (0८47 कग्रागं#ाधाह 247८) वाले बिंदु हैं 
जबकि 8 और 7) सदृश बिंदु ' स्थानीय उच्चिष्ठ माना (0८4 क#ऋद्यां॥बा8 ५०४०) वाले बिंदु समझे जा 
सकते हैं। इन मानों को क्रमशः ' स्थानीय निम्निष्ठ' और .' स्थानीय उच्चिष्ठ' उल्‍्लेखित किया जाता है। हम 
अंकित कर सकते हैं कि स्थानीय निम्निष्ठ और स्थानीय उच्चिष्ठ वाले बिंदु एक अंतराल के अन्त्य बिंदु 
नहीं हो सकते हैं अपितु अभ्यंतर बिंदु है। चूंकि एक बिंदु 0, को स्थानीय निम्निष्ठ अथवा स्थानीय उच्चिष्ठ 
बिंदु सुनिश्चित करने के लिए हमें विवृत्त पर्याप्त (छोटा) अंतराल ((-#,०+#) (#> 0) में आलेख के 
व्यवहार को देखने की आवश्यकता होती है। 


स्थूल रूप से, /(८), ० पर / का स्थानीय उच्चिष्ठ मान है यदि / के आलेख में बिंदु “के आस-पास 
थोड़ी पहाड़ी जैसा हो। इसी प्रकार, /(८), ० पर / का स्थानीय निम्निष्ठ मान है। आकृति ,0 में ध्यान 
दीजिए कि आलेख में & और 0 के पास थोड़ी घाटी जैसा देखा जा सकता है तथा 8 और 7 के पास थोड़ी 
पहाड़ी जैसा देखा जा सकता है। 


परिभाषा 4 मान लीजिए / एक वास्तविक मानीय फलन है और ८,, .” के क्षेत्र में एक अभ्यंतर बिंदु है। 
तब 


(3) ८ स्थानीय उच्चिष्ठ का बिंदु. कहा जाता है यदि ऐसा # > 0 संभव है जिससे 
(००-४,०० +#) में सभी » के लिए, /(०)० /(») 
मान /(०), / का स्थानीय उच्चिष्ठ मान कहलाता है। 


(0) ८ स्थानीय निम्निष्ठ का बिंदु कहा जाता है यदि ऐसा #> 0 संभव है जिससे 
(००८०४,० +४) में सभी & के लिए, /(८))< /(४) 
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मान /(०), / का स्थानीय निम्निष्ठ मान कहलाता है। 

ज्यामितीय दृष्टिकोण से, उपर्युक्त परिभाषा बताती है कि ८,,./ के स्थानीय उच्चि७ष्ठ का बिंदु है, तो 

० के आसपास का आलेख आकृति . (७) में दिखाए गए जैसा होगा। ध्यान दीजिए कि अंतराल 

(०० -#, ०0) में फलन / वर्धमान (अर्थात्‌, /((ध) > 0) और अंतराल (८५, ०+#) में फलन हासमान (अर्थात्‌, 

/+(४) < 0) है। यह प्रस्तावित करता है कि /“(०) शून्य होना चाहिए। 

इसी .प्रकार, यदि ८, , / के स्थानीय निम्निष्ठः का बिंदु है तो ०८ के आसपास का आलेख 

"आकृति .] (9) में दिखाए जैसा होगा। यहाँ अंतराल (०५ -#, ००) में / हासमान (अर्थात्‌ , /“(४) < 0) और 

अंतराल (०७, ००+#) में / वर्धमान (अर्थात्‌ , /((»४)>0) है। यह पुन: प्रस्तावित करता है कि /“(») शून्य 
होना चाहिए। 





आकृति वा, व. 


उपर्युक्त विवेचना के परिप्रेक्ष्य में, हम स्थानीय उच्चिष्ठ और स्थानीय निम्निष्ठ ज्ञात करने के लिए 
निम्नलिखित परिणाम (बिना उपपत्ति) के प्रस्तुत करते हैं - 


प्रमेय 2 (प्रथम अवकलज परीक्षण ) : मान लीजिए एक अंतराल ॥ पर / एक अवकलनीय फलन 
परिभाषित है और मान लीजिए »& ८। जिससे /“(»,)50। तब 


6) जब »,», से बढ़ता है तब /“(0 का चिहन धन से ऋण में परिवर्तित होता है अर्थात्‌ के बाईं ओः 
और पर्याप्त रूप से निकट प्रत्येक बिंदु पर यदि /“(४)>0 तथा »,के दाईं ओर और पर्याप्त रूप रू 
निकट प्रत्येक बिंदु पर यदि /“(:) <0 तब <, स्थानीय उच्चिष्ठ का एक बिंदु है। ह 

(9) जब »,>, से बढ़ता है तब /“(४) का चिहन ऋण से धन में परिवर्तित होता है अर्थात्‌ > के बाई ओ 
और पर्याप्त रूप से निकट प्रत्येक बिंदु पर यदि /(४)<0 तथा & के दाईं ओर और पर्याप्त रूप २ 
निकट प्रत्येक बिंदु पर॑ यदि /“(४)>0 तब », स्थानीय निम्निष्ठ का एक बिंदु है। 


ईँ 
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(४) जब »,», से बढ़ता है तब /“(») का चिह्न परिवर्तित नहीं होता है, तब «,न तो स्थानीय उच्चिष्ठ 
का एक बिंदु है और न ही स्थानीय निम्निष्ठ का एक बिंदु! वास्तव में, ऐसा बिंदु एक नति परिवर्तन 
(णी७तं०/) बिंदु है। 

(27... यदि& , / के स्थानीय उच्चिष्ठ का एक बिंदु है तब /(७), . का स्थानीय उच्चिष्ठ मान है। 

इसी प्रकार, यर्दि £, / के स्थानीय निम्निष्ठ का एक बिंदु है, तब /(»,), / का स्थानीय निम्निष्ठ मान है। 

उदाहरण 23 /(४) > ४ -2> से प्रदत्त फलन / के लिए स्थानीयं उच्चिष्ठ और स्थानीय निम्निष्ठ के सभी 
बिंदु ज्ञात कीजिए। .. | 


हल हम पाते हैं 
(४) <>  -१2% 
नम 700 <53<% -]253(४- 2)(४+ 2) 


से अन2 और ४-2 पर /“(४)5० 


इसी प्रकार, ४-५2 केवल वे बिंदु हैं जो / के स्थानीय उच्चिष्ठ और स्थानीय निम्निष्ठ के बिंदु संभव हो 
सकते हैं। अब हम बिंदुओं »-+2 का स्थानीय उच्चिष्ठ और स्थानीय निम्निष्ठ बिंदु होने के लिए परीक्षण करेंगे। 
प्रथमत; हम ४-2 पर परीक्षण करते हैं। हम अंकित करते हैं कि ४ >2 के लिए /'(ध>0 तथा ४6 (-2, 2) 
के लिए /'(9<0। इसलिए, प्रथम अवकलज परीक्षण के परिप्रेक्ष्य में ;- 2 स्थानीय निम्निष्ठ का एक बिंदु 
है तथा /(2) 5 (2) - (2) » 25-6 स्थानीय निम्निष्ठ मान है। 


४-2 पर परीक्षण के क्रम में आइए हम अंकित करें कि ४&<-2 के लिए /(2>0, चूंकि 
<€ (-2,2) के लिए /” (2) <0। इससे अनुसरित होता है कि प्रथम अवकलज परीक्षण से ४-2 स्थानीय 


उच्चिष्ठ का एक बिंदु है और स्थानीय उच्चिष्ठ मान /(-2)(-2)? - (2)(-2) --8+ 24 -6 से प्रदत्त है। 


उतहरण 23 /(((2 5४१ - 66 + 2£- 8 से प्रदत्त फलन / के स्थानीय उच्चिष्ठ और स्थानीय निम्निष्ठ 
के सभी बिंदु ज्ञात कीजिए। 


हल हम पाते हैं 
(७) 5 + “6: +22-8 
से /(053४ -2%+2-< 3(४-2)7 
क्र ४२2 पर /(४)>० ह 
इस प्रकार ४72 ही वह बिंदु है जिसे स्थानीय उच्चिष्ठ या स्थानीय निम्निष्ठ के संभावित बिंदु के लिए 
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परीक्षण किया जाना है। प्रेक्षण कीजिए कि सभी ४८२ के लिए /(४)>0 और विशेषकर 2 के लगभग 
या 2 के अंतर्विष्ट किसी भी अंतराल में //(४) >0। इसलिए, प्रथम अवकलज परीक्षण के दृष्टिकोण से, 
बिंदु ४-2 न तो स्थानीय उच्चिष्ठ का बिंदु और न ही स्थानीय निम्निष्ठ का बिंदु है। अतः ४2 एक नति 
परिवर्तन (7600॥) बिंदु है और / में स्थानीय चरम सीमा (७#ध्घ७7०) का कोई बिंदु नहीं है। 

प्रथम अवकलज परीक्षण स्थानीय उच्चिष्ठ और स्थानीय निम्निष्ठ के सभी-संभव बिंदुओं को ज्ञात करने 
में हमारी सहायता करता है। परंतु जब /“(४) 0 से प्राप्त बिंदुओं से £के गुजरने पर /“(४) के चिहन परिवर्तन 
का सत्यापन किया जाता है प्रक्रिया समय लेती है। 


एक बिंदु 7», पर विचार कीजिए जिससे /ध«,)-०0 और /”(»,) <0 (यह कल्पना की गई है कि 
», पर / के द्वितीय अवकलज का अस्तित्व है)। यह संकेत करता है कि >, पर /” निरंतर हासमान है 
चूंकि इसका अवकलज ऋणात्मक है। इसी प्रकार &, के इधर-उधर छोटे अंतराल में, ५, के बाईं ओर /“(७) 
धनात्मक है और £ के दाईं ओर /“») ऋणात्मक है। परिणामतः इसका अर्थ है कि इस अंतराल में '/ 
निरंतर वर्धमान है जब &, », तक बढ़ता है तथा निरंतर हासमान है जब », , से आगे बढ़ता है। इसलिए &, 
स्थानीय उच्चिष्ठ का एक बिंदु है। 


इस प्रकार, यदि /“(४>)50 और /“(»,) < 0, तब »,, स्थानीय उच्चिष्ठ का एक बिंदु है। 
इस प्रकार, यदि /“»,)50 और /”(»,) > 0, तब »,, स्थानीय निम्निष्ठ का एक बिंदु है। 


इस विवेचना के परिप्रेक्ष्य में एक दूसरा परीक्षण है जो दूवितीय अवकलज परीक्षण जाना जाता है जिससे 
स्थानीय उच्चिष्ठ या स्थानीय निम्निष्ठ के बिंदुओं को ज्ञात किया जा सकता है। 


प्रमेय 3 (बूबवितीय अवककलज परीक्षण ) मान लीजिए एक अंतराल [पर / एक अवकलनीय फलन है 
और ४, €। मान लीजिए >&, पर /“() संतत है। तब 

0) यदि /(»/)50 और /”(»,) <0, तब >, स्थानीय उच्चिष्ठ का एक बिंदु है। 

0) यदि //»,)5०0 और /”(»,)>0, तब », स्थानीय निम्निष्ठ का एक बिंदु है। 

(॥) यदि /'(»,) 5० और /“(»,)-० तब परीक्षण असफल है। 


इस स्थिति में हमें वापस पीछे प्रथम अवकलज परीक्षण की ओर यह ज्ञात करने के लिए होता है कि. 


>[उच्चिष्ठ, निम्निष्ठ या नति परिवर्तन का बिंदु है। 


इठाहरण 24 /(४) 5 ४-27%+ 3 से प्रदत्त फलन/ के स्थानीय उच्चिष्ठ अथवा स्थानीय निम्निष्ठ के सभी 
बिंदु ज्ञात कीजिए। साथ ही / के स्थानीय उच्चविष्ठ और स्थानीय निम्निष्ठ मान भी ज्ञात कीजिए। 
हल हम पाते हैं | 

औी(2) 5 ->272+3 


| 
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न्स्रे (053४ -2753(४-3)5+ 3) 
प्र 7(0<0 यदि #53 और -3 
तब /”() 56» और इस प्रकार 


/४(3)७8>0 तथा /“(-3)--8<0 


इसलिए, द्वितीय अवकलज परीक्षण की दृष्टि से,४-3 स्थानीय निम्निष्ठ का बिंदु है और ४-3 स्थानीय 
उच्चिष्ठ का बिंदु है। 


इसके अतिरिक्त / के स्थानीय उच्चिष्ठ और स्थानीय निम्निष्ठ मान क्रमशः /(-3) 5 57 और 
/(3)5-5] है। | 
उद्याहरण 25 (४) 5८४५) -6:2 +2%-8 से प्रदत्त फलन /' के स्थानीय उच्चिष्ठ या स्थानीय निम्निष्ठ 
के सभी बिंदु ज्ञात कीजिए। 
हल हम पाते हैं 
(0 #ूऊ - 6४ +2:-8 
चर (053४ -2%+]253(%४-2)/ 
(४)  6(४-2) 


अब /“(४)<0 से%52 प्राप्त होता है तथा /“(2) +6(2-2) 50 इसलिए, द्वितीय अवकलज परीक्षण यहाँ 
असफल है। अतः हम प्रथम अवकलज परीक्षण की ओर वापस जाएंगे। 


उदाहरण 22 में हमने पहले ही देखा है कि प्रथम अवकलज परीक्षण की दृष्टि से, 52 न तो स्थानीय | 
उच्चिष्ठ का बिंदु है और न ही स्थानीय निम्निष्ठ का बिंदु अपितु यह नति परिवर्तन बिंदु है। 


उदाहरण 26 बिंदु (0, 2) से प्ह॒लय »>«* की न्यूनतम दूरी ज्ञात कीजिए जहाँ 05०<5 है। 


हल मान लीजिए परवलय 9 पर (॥, 9) कोई बिंदु है। मान लीजिए (», ४) और (0, ८) के मध्य वांछित 
दूरी 0) है। तब 


9<« #४-०१+७- ०) 0)? + (४-८)? « धी2+ ७-०) +(#+-८)* () 


चूंकि (४, £) परवलय 95:८४ स्थित है, हम पाते हैं #-#?। इसलिए () से 


०0«90)<(६+ ७-०) 
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]+2(//- ८) 
2 क्‍£+(&-०27 +(#६-८)* 





नस ए' (४) 


79082 के उच्चिष्ठ अथवा निम्निष्ठ होने के लिए, 00४) 5 0। इसलिए 


+2(६-८)<0, अर्थात्‌ &-<7 


220+-7 


अब प्रेक्षण कीजिए कि जब & <““--- , तब 2ऋ-८)+< 0, अर्थात्‌ 0४) <0। तथा जब & > खा 








» पं 


2(४-८)+> 0, अर्थात्‌ 0४) >0 , इस प्रकार (४) का चिहन ऋण से धन में परिवर्तित होता है। अतः 


2८7 पर & निम्निष्ठ है। अतः वांछित न्यूनतम दूरी 





प्रथम अवकलज परीक्षण से, £ 5 


व्िल्ज़्ति जि अं 
७ डिट्ण _ 2०-। (2८-_  . - _ कटनी 
2 2 2 4 2 
से प्रदत्त है। 


टिप्पणी पाठक ध्यान दें कि उपर्युक्त उदाहरण में हमने द्वितीय अवकलज परीक्षण के स्थान पर प्रथम 
अवकलज परीक्षण का प्रयोग किया है क्योंकि इससे यह सरल एवं छोटा हो गया है। 


उदाहरण 27 8 मीटर »< 3 मीटर की ऐल्यूमीनियम की आयताकार चादर के प्रत्येक कोने से समान वर्ग 
काटकर तथा भुजाएँ मोड़कर छत रहित एक बाक्स बनाया जाता है। ऐसे बाक्स का अधिकतम आयतन ज्ञात 
कीजिए। ॥ 
हल मान लीजिए कि अलग किए वर्ग की भुजा की लंबाई « मीटर है, तब बाक्स की ऊँचाई », लंबाई 
8-2» और चौड़ाई 3 - 25% हुई (आकृति .2)। यदि बक्से का आयतन ५८४ है तब 

५(७७ € &(3- 2.0(8 - 22) 5 4> - 22 + 245 





५! (>) ज्ू+2> 77445 + 24 + 4(५ सा 3)(32 दा 2) ' | ः 
७४"७(४) + 24% - 44 ट् 
हे 
अब ए७"(४)८० से ८ रु और » 3 प्राप्त होता है। 8-25 
४ 


आकृति 44.2 
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अब है न (24) ८ - 44 5-28 < 0 


इसलिए, ४८ ् उच्चिष्ठ का बिंदु है। अतः सबसे बड़े बक्से का आयतन 


5 20  ,,2) _ 200 शी 
'हो-हो-जरों ही * 
उदाहरण 28 सिद्ध कीजिए कि एक शंकु के अंतर्गत महत्तम वक्रपृष्ठ वाले लंब वृत्तीय बेलन की त्रिज्या 
शंकु की त्रिज्या की आधी होती है। 
हल मान लीजिए शंकु के आधार की त्रिज्या # 00 और ऊँचाई #5 08 है। मान लीजिए कि दिए 


हुए शंकु के अंतर्गत बेलन के आधार वृत्त की त्रिज्या 08 है। माना कि बेलन की ऊँचाई 0४8 है 
(आकृति .3)। 


तब ९४ _£९ (चूंकि 8080 - 5५५०८ 
0& 02 ९ ) 
दर ९४ _/-% 
# / 
ल्‍्७५... 0६8 4 कक 


/ौ 


मान लीजिए बेलन का वक्रपृष्ठ 55 8(%) है। तब. 


$(७) ८ स्का न्क् ) 


8(७) हा (#-2<2) 


«/... _ 7 42/ हडस्क 
कक जि ह आकृति १4.3 





अब 8(४)50 से ४2 प्राप्त होता है। चूंकि सभी » के लिए और विशेषकर # उ के लिए 


9“(2)< 0। इससे अनुसरित होता है कि ,$ के उच्चिष्ठ का बिंदु है। अतः दिए शंकुं के अंतर्गत 
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उदाहरण 29 /#(४) + ४७० > से प्रदत्त फलन / के स्थानीय उच्चिष्ठ और स्थानीय निम्निष्ठ बिंदु ज्ञात 
कीजिए। साथ ही / के उच्चिष्ठ और निम्निष्ठ मान भी ज्ञात कीजिए। 
हल ४९०७४ के आलेख (आकृति .4) पर विचार कीजिए। 
हम निम्नलिखित प्रेक्षण करते हैं : 


(७) / के स्थानीय निम्निष्ठ का बिंदु 0 है क्योंकि जब & व्ज से शून्य की ओर बढ़ता है /(०, » से 


५४ 


| ॥ 
| ॥ 
नका: 2 
> 277] ्ः (क्‍ 
| 





|] 
|] 
। 
| 
|| 
| 
तु 
"हर |] 


६ 2 
| 
] 
] 
॥ 
8९०० ४ का आलेख 


आकृति 4,44 


॥ 
4 
4 
| 
॥ 
|| 
॥ 
] 
| 
|| 
| 
॥ 





| 
| 
। 


] की ओर घटता जाता है तथा जब »,0 से > की ओर बढ़ता है, /(४), । से ०» की ओर बढ़ता 
जाता है। 


(0) / के स्थानीय उच्चिष्ठ का बिंदु £ है क्योंकि जब », डरा से £ की ओर बढ़ता है /09), -० से 


-। की ओर बढ़ता जाता है तथा जब »,7 से -* की ओर बढ़ता है, /(४), -] से -०० की ओर घटतां 
जाता है। 


इसी प्रकार निरंतर, प्रक्रिया अगणित बार दोहराई जा सकती है चूंकि 5७०» आवर्त्त 28 का एक आवर्त्ती फलन॑ 
है, इसी प्रकार के-परिवर्तन होते रहेंगे। इस प्रकार, हम निष्कर्ष निकालते हैं. कि ४-+ 7, +3 ,-** पर स्थानीय 
उच्चिष्ठ और ४>0, +27., +4, -*- पर स्थानीय निम्निष्ठ होगा। इसके अतिरिक्त, 5००४ का मान उच्चिष्ठ 
मान --] और निम्निष्ठ मान+] है। । 


४ा्णी एक फलन का स्थानीय निम्निष्ठ मान, फलन के स्थानीय उच्चिष्ठ मान से अधिक हो सकता है। 
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उदाहरण 30 /(४) 5 आंए > से प्रदत्त फलन / के स्थानीय निम्निष्ठ और स्थानीय उच्चिष्ठ बिंदुओं को ज्ञात 
कीजिए। 


हल 8॥0 » के आलेख (आकृति .85) पर विचार कीजिए। 


उदाहरण 29 की भाँति बिंदुओं &> ठ > प्र मर रे कि सदा ,... पर ९ स्थानीय उच्चि७ष्ठ है तथा बिंदुओं 





४0 + का आलेख 


आकृति 44,45 


स्‍्च््ट, हि | जज ,.. पर / स्थानीय निम्निष्ठ है। 


टिप्पणी एक संगत फलन के स्थानीय उच्चिष्ठ और स्थानीय निम्निष्ठ के बिंदु सदैव एकांतरतः (बारी-बारी 
से) होते हैं। (उदाहरण 30) तथापि कुछ स्थितियों में यही तथा असंतत फलनों (उदाहरण 29) में भी सत्य 
हो सकता है। ७५. 

एक संवृत अंतराल में उच्चिष्ठ और 'निम्निष्ठ मान 


पुनः स्मरण कीजिए कि उदाहरण 20 में »€ (0,) पर फलन /(४) 5» का न तो उच्चिष्ठ मान ही है 
और न निम्निष्ठ मान ही। तथापि, यदि हम विवृत्त अंतराल (0, ) को संवृत्त अंतराल [0, ] से बदल दें 
तब फलन का उच्चिष्ठ मान ]5/() तथा निम्निष्ठ मान 0.5 /(0) हो जाता है। इससे वह अंतराल महत्त्वपूर्ण 
हो जाता है 'जिंस पर दिया फलन परिभाषित होता हैं इसके अतिरिक्त हम अंकित कर सकते हैं कि अंतराल 
(0, !) में न तो / के स्थानीय उच्चिष्ठ का बिंदु है और न/ के स्थानीय निम्निष्ठ का बिंदु ही तथा इस 


प्रकार / का न तो स्थानीय उच्चिष्ठ मान है और न स्थानीय निम्निष्ठ मान ही भले / के उच्चिष्ठ और 
'निम्निष्ठ मान का अस्तित्व है। ४ 
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» 5 पर / का उच्चिष्ठ मान , [0, ] पर / का निरपेक्ष उच्चिष्ठ मान ( महत्तम मान) (८08०2. 
ग्रंग्रंक्राह >दां४९) तथा ४ ₹ 0 पर / का निम्निष्ठ मान 0 ( न्यूनतम मान) , निरपेक्ष न्यूनतम मान (498०0/7४7/2 
क्रफ्प्रंत्रप्का 2०/४०) कहलाता है। 


टिप्पणी दिए अंतराल में / के निरपेक्ष उच्चिष्ठ तथा 
निश्निष्ठ मान को सार्वत्रिक अधिकतम तथा न्यूनतम 
[ट00वां काकफाफा (ांफांफाक)] मान भी कहा 
जाता है। 


उदाहरण 34 एक संवृत्त अंतराल [०, 2] में परिभाषित 
'फलन / के आकृति .6 में दिए आलेख से, / के 
सभी स्थानीय उच्चिष्ठ (या निम्निष्ठ) मान और 
निरपेक्ष उच्चिष्ठ (या निम्निष्ठ) मान ज्ञात कीजिए। - 


हल स्पष्ट रूप से, अंतराल [6, 8] में ४5८, के संगत 

बिंदु 8, / के स्थानीय निम्निष्ठ का बिंदु है तथा स्थानीय निम्निष्ठ मान /(०,) है। इसी प्रकार अंतराल 
[०, ९] में ४-८, के संगत बिंदु 2, / के स्थानीय उच्चिष्ठ का बिंदु है तथा स्थानीय निम्निष्ठ मान /(०) 
है। तथा / के आलेख की दृष्टि से निरपेक्ष उच्चिष्ठ मान /(०) है और निरपेक्ष निम्निष्ठ मान /(९) है। 


टिप्पणी उदाहरण 3। में, हम अंकित कर सकते हैं कि निरपेक्ष उच्चिष्ठ (निम्निष्ठ) मान, स्थानीय उच्चिष्ठ . 
(निम्निष्ठ) मान से भिन्न है। 


अब हम निम्नलिखित प्रमेय (बिना उपपत्ति) बताएंगे जिससे अंतराल ॥ पर एक फलन के निरपेक्ष 
उच्चिष्ठ और निम्निष्ठ मान ज्ञात करने में सहायता मिलती है। 


' प्रमेय 4 मान लीजिए 5 [०, 2] पर ./ एक संतत फलन है तब / का निरपेक्ष उच्चिष्ठ मान होता है और 
अंतराल] में कम से कम एक बार /# यह प्राप्त करता है तथा / का निरपेक्ष निम्निष्ठ मान होता है और अंतराल ' 
] में कम से कम एक बार / यह प्राप्त करता है। ह 


प्रमेय 5 मान लीजिए [ पर / एक अवकलनीय फलन है. और मान लीजिए अंतराल । का », कोई आंतरिक 
बिंदु है। तब. । 


(७) यदि », पर # निरपेक्ष उच्चि७ष्ठ मान प्राप्त करता है तो /“(४,)5० 





आकृति 44.46 


(9) यदि &, पर / निरपेक्ष निम्निष्ठ मान प्राप्त करता है तो /“(»,)50 


उपर्युक्त प्रमेयों की दृष्टि से एंक दिए अंतराल में एक फलन के निरपेक्ष, उच्चिष्ठ मान और निरपेक्ष । 
निम्निष्ठ माव ज्ञात करने के लिए हम निम्नलिखित नियम उद्धृत करते हैं । 


सोपान 4 : जहाँ /” का मान शन्य होता है, उन सभी बिंदुओं को ज्ञात कीजिए। 
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सोपान 2 ; अंतराल के अन्त्य माने लीजिए। 


सोपान 3 ;: इन सभी बिंदुओं पर / के मान की गणना कीजिए॥ 


सोपान 4 : सोपान 3 में गणना से,प्राप्त / के मानों में से उच्चिष्ठ और निम्निष्ठ मानों को लीजिए। यही 
निरपेक्ष उच्चिष्ठ और निरपेक्ष निम्निष्ठ मान होंगे। 


उदाहरण 32 अंतराल [0,]] पर ४४->» के निरपेक्ष उच्चिष्ठ और निरपेक्ष निम्निष्ठ मान ज्ञात कीजिए। 
हल मान लीजिए /(४)-४" -«" , तब 


(७) 550ऋ7 - 20५7 >0% 7 (5५ -2) 


ह हि 
अब /7“(४)50० से ४-0, हा प्राप्त होता है। इन दो बिंदुओं के साथ दिए अंतराल [0, ] के दो अन्य 


| * ] 
बिंदुओं 0 और । को हम लेते हैं। इस प्रकार हमको केवल तीन बिंदु, नामतः 0,। और पा प्राप्त होते 


हैं जिन पर / के मान का परिकलन करते हैं। हम पाते हैं 
(0) 5 0, /() 5 0 और 


40000 0 0 शक 


अतः अंतराल [0, ]] पर फलन / के लिए, हम निरपेक्ष उच्चिष्ठ मान 0 तथा निरपेक्ष निम्निष्ठ मान 
हू 


हम । | पाते हैं। 

उदाहरण 33 शत्रु का एक जैट वक्र »5+2 के अनु उड़ रहा है। एक सैनिक बिंदु (3, 2) पर स्थित 
है। सैनिक एवं जैट के मध्य निकटतम दूरी क्‍या है? 

हल के प्रत्येक मान के लिए जैट की स्थिति बिंदु (६, >?+ 2) है। इसलिए, (3, 2) पर स्थित सैनिक और जैट 


मिलन ९ ककाद अफरआउगए 


मान लीजिए /(४)<(४- 3) +४*, तब 


अवकलज के अनुप्रयोग 58 
(0 52(5४-3) + 4 ह 
न2(४-)(25 +25+3) 


इसलिए, /“(:) 50 से ४5] या 2» +2%+3-0 जिसका कोई वास्तविक मूल नहीं है, प्राप्त होता है। तथा 
अंतराल के कोई अन्त्य बिंदु भी नहीं हैं जिन्हें उस समुच्चय में जोड़ा जाए जिनके लिए /” का मान शून्य 
है अर्थात्‌ केवल एक बिंदु, नामतः £> ] है। इस बिंदु पर / का मान निम्न है 

>(0)<(-3) + (0) ८5 


इस प्रकार, सैनिक एवं जैट के बीच की दूरी 73 > <5 है। 
ध्यान दीजिए कि (5 या तो उच्चिष्ठ मान या निम्निष्ठ मान है। 


चूंकि लि -/७-३)+७)* -३> ४, 
४5, ४6 का निम्निष्ठ मान है। अत: सैनिक एवं जैट के बीच की न्यूनतम दूरी ,/5 है। 


प्रश्नावली 44,4 
, बिना अवकलज का प्रयोग किए निम्नलिखित फलनों के उच्चिष्ठ या निम्निष्ठ मान , यदि कोई हों, ज्ञात कीजिए ; 
06) (2४-4) +5 0) -(४-)+0 हे () 9४ +2%+2 
(6) ४ +] ह (४) |[४#+2|5-॥१ (४) “>|४+॥+3 
(शो) आ2डक् (शा) | आंत 45+3| (छ) ओर ह 
600. 95% -]25४+4 (9) 45 +28:+49 07) ४+, ४€ (-,!) 


2. केवल प्रथम अवकलज- परीक्षण का प्रयोग करके निम्नलिखित फलनों के स्थानीय उच्चिष्ठ या निम्निष्ठ, यदि कोई 
हों, ज्ञात कीजिए तथा स्थानीय उच्चिष्ठ या निम्निष्ठ मान, जैसी स्थिति हो, भी ज्ञात कीजिए : 


(60) . अचर फलन ०७ | की 
(0) >-3> न्‍ * ह 09) ००55, 0<& < 7 
(५) शा25, 0 < ४ < 7 (शं) आंत + ०0083, 0 < ४ < मा 


2 


(शी) शंग:-००४४, 0.< ४ < 27 (श्र) > -6> +95+5 | 
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40, 
3. 


42. 





८ 2 5 >>0 

6७0 (४-)(४+2) ७ 777 

0) न एफ) भी->, +>0 

(7) झी ४+ 008 2, 0<अ<ल ह छाए. आ। 22-% बज । 
00 (४-3)* ह €ण) अ(फ-एं 

हो) > (25-])* 0०वीं -(४-।) (४+ 77 


उपर्युक्त प्रश्न 2 में दिए फलनों के द्वितीय अवकलज परीक्षण के प्रयोग से स्थानीय उच्चिष्ठ या स्थानीय निम्निष्ठ, 
यदि कोई हैं, तो ज्ञात कीजिए। यदि द्वितीय अवकलज परीक्षण असफल होता है तो इंगित कीजिए। 


सिद्ध कीजिए कि निम्नलिखित फलनों का उच्चिष्ठ या निम्निष्ठ नहीं होता है : 

0) ८१ () 08 2 (69) ४+2 (रे अं +ऊ +ह+] 

दिए अंतरालों में निम्नलिखित फलनों के निरपेक्ष उच्चिष्ठ मान और निरपेक्ष निम्निष्ठ मान ज्ञात कीजिए : 
6) [-2, 2] में /(७) >> 60 [-3,]] में /(5(७४-॥)2 +3 


है 2 
(8) [-2, 2.5] में /(४) « स्द *] + (69) [0, 7] में /(>) < ञं। :+ ००४ > 
(७ [-2, 4.5] में /(0) +4%- हर अर 


यदि लाभ फलन (७४) +4-24%-8%“ से प्रदत्त है तो कंपनी द्वारा अर्जित उच्चिष्ठ लाभ ज्ञात कीजिए॥ 
अंतराल [0, 3] पर 378 -8:8 + 2 - 48/+ 25 के उच्चिष्ठ मान और निम्निष्ठ मान दोनों ज्ञात कीजिए। 
अंतराल [, 4] पर 3//- 85 + 2:2 - 48%+ के उच्चिष्ठ मान और निः्निष्ठ मान दोनों ज्ञात कीजिए। 
अंतराल [0, 25८ के किन बिंदुओं पर फलन आ। 2% अपना उच्चिष्ठ मान प्राप्त करता है? 

फलन आं!&+ ००४: का उच्चिष्ठ मान क्‍या है? | 


अंतराल [, 3] में 2/0-24८+ 07 का महत्तम मान ज्ञात कीजिए। इसी फलन का अंतराल [-3, -]] में भी महत्तम 
मान ज्ञात कीजिए। 


यदि दिया है कि अंतराल [0, 2] के ४5 पर फलन »*- 62 + ८४+9 उच्चिष्ठ मान प्राप्त करता है, ८ का 


मान ज्ञात कीजिए। 


43. 
44. 
5. 
6. 
4, 
ह ]8. 


- |9. 
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[0,2% ] पर »+ #72» का उच्चिष्ठ और निम्निष्ठ मान ज्ञात कीजिए। 

ऐसी दो संख्याएँ ज्ञात कीजिए जिनका योग 24 है और जिनका गुणनफल उच्चिष्ठ हो। 

ऐसी दो धन संख्याएँ «और 9 ज्ञात कीजिए जिससे ४+9-60 और ७” उच्चिष्ठ है। 

ऐसी दो धन साखख्याँ > और » ज्ञात कीजिए जिससे उनका योग 35 हो और गुणनफल #&# उच्चिष्ठ हो। 
ऐसी दो धन संख्याएँ ज्ञात कीजिए जिनका योग 6 है और जिनके घनों का योग निम्निष्ठ हो। 


॥8 सेमी भुजा के टिन के एक वर्गाकार टुकड़े से प्रत्येक कोने पर एक वर्ग काटकर तथा इस प्रकार कटी भुजाओं 
को मोडुकर छत रहित एक संदूक बनाना है। काटे जाने वाले वर्ग की भुजा कितनी होगी जिससे संदूक का आयतन 
उच्चिष्ठ संभव हो? 


45 सेमी » 24 सेमी की टिन की. आयताकार चादर से कोनों पर वर्ग काटकर तथा इस प्रकार कटी भुजाओं को 
मोड्कर छत रहित एक संदुक बनाना है। काटे जाने वाले वर्ग की भुजा कितनी होगी जिससे संदूक का आयतन 


. उच्चिष्ठ संभव न हो। 


20. 
2. 
22, 
23. 


- 24, 


25. 


26, 


27, 


28. 


2 9 हि 


कर ह ह हु रे न ] 
दिखाइए कि दिए हुए पृष्ठ और महत्तम आयतन वाले लंब वृत्तीय शंकु का अदर्थ शीर्ष कोण भंग” [३] 


दिखाइए कि एक दिए बृत्त के अंतर्गत सभी आयतों में वर्ग का क्षेत्रफल उच्चिष्ठ होता है। 
'दिखाइए कि दिए पृष्ठ एवं महत्तम आयतन के बेलन की ऊँचाई, आधार के व्यास के बराबर होती है। 
00 घन सेमी आयतन वाली सभी बंद बेलनाकार (लंब वृत्तीय) बाल्टियों में से किसका पृष्ठ न्यूनतम है? 


एक 28 सेमी लंबे तार को दो टुकड़ों में विभक्त किया गया है। एक दुकड़े से वर्ग तथा दूसरे टुकड़े से चृत्त बनाया 
गया है। दो टुकड़ों की लंबाई कितनी होनी चाहिए जिससे वर्ग एवं वृत्त का सम्मिलित क्षेत्रफल न्यूनतम हो। 


सिद्ध कीजिए कि २ त्रिज्या के अंतर्गत विशालतम शंकु का आयतन गोले के आयतन का नि है। 
दिखाइए कि न्यूनतम पृष्ठ और दिए आयतन के लंब वृत्तीय शंकु की ऊँचाई, आधार की त्रिज्या ,/2 डुगुनी होती है। 
दिखाइए कि दी हुई तिर्य ऊँचाई और महत्तम आयतन वाले शंकु का अदर्घ शीर्ष कोण (७7 $2 होता है। ह 


3 
होता है। 


/ त्रिज्या के अदर्धवृत्त के अंतर्गत एक आयत है जिसकी एक भुजा अदुर्धवृत्त के व्यास पर है। आयत की विमाएँ 
ज्ञात कीजिए जिससे इसका अ्षेत्रफल महत्तम हो। क्षेत्रफल भी ज्ञात कीौजिए। 


वक्र )/* + 4% पर बिंदु ज्ञात कीजिए जिनकी बिंदु (2, -8) से दूरी न्यूनतम हो। 


7.6 रोले का प्रमेय, (२०॥०५ ॥॥00#श॥) 
आइए कुछ फलनों के अग्रलिखित वर्णन पर विचार करें : 
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/(0<००४२ और इंस प्रकार ४>-> पर /(४)50 


/(टो नजशा। ४, ४€ [0, 7] 
(० 05 (0) 


/()54-2» और इस प्रकार ४2 पर /“(४)50 


0)-06< /(3) 


/()5<3+45- ४“, ४८ [, 3] 
प् 


(2) नज्ञा] 58-0055, €[-८ 7०) । 
(४) ०0०5:2+ आआ 2 और इस प्रकार> अन्‍य 27 पर /((४) 50 ु 


[॥॥॥ 
आ(-77) 5 > / (70 
$._ | ३५ यदि 0<2<5] 
| हर [ यदि ४0 
व. | (20<0), ४५०<०<| 
' (/(0)55 /() 


अब से गा तक प्रेक्षण कीजिए कि ऐसे दो बिंदुओं, जिन पर / का मान समान है, के मध्य / के क्षेत्र 
' में (अन्त्य बिंदुओं को छोड़ंकर) एक बिंदु है जिस पर अवकलज शून्य है। तथापि [५ में, ऐसा कोई बिंदु 
नहीं है। (क्यों?) 
इन प्रेक्षणों से प्रश्न उठता है कि 

“/ पर क्या प्रतिबंध लगाए जाएँ जिससे उने दो बिंदुओं, जिन पर / के मान समान हैं, के मध्य कम 
से कम एक बिंदु अवश्य हो जिस पर /' शून्य. हो जाता है? 

इस दिशा में हम निम्नलिखित प्रमेय (बिना उपपत्ति) प्रस्तुत करते हैं 


ह प्रमेष 6 (रोले का प्रमेष ) मान लीजिए संवृत्त अंतराल [०, &] में एक वास्तविक फलन / परिभाषित है 
जहाँ 


6) संबृत्त अंतराल [6, 2] में / संतत है। 
-() विवृत्त अंग्ररगल [, ४] में / अवकलनीय है। 
07) /(०) 5 (४) 
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तब विवृत्त अंतराल [6, 8] में कम से कम एक -ऐसा बिंदु ८ है जिससे /“(८०)-० 
- टिप्पणी ह | ॥ 
], एक बिंदु ८८(०,४) से अधिक बिंदु हो सकते हैं जिससे /“(०)5०0 है। वास्तव में, यदि 
/00 5 आओ 5.८ [0, 20), तब [0,270] पर /, संतत है, (0,280) पर / अवकलनीय है और 


| । / को 
औ(0)59+- /(22) हैं। ध्यान दीजिए (5) 05 हज , इससे सत्यापित होता है कि अंतराल 


(0, 200 में दो बिंदु, नामतः ४<>- तथा "7 हैं जिन पर /“») शून्य है। 


2. [०, 2] पर /' के सांतत्य का प्रतिबंध आवश्यक है और इसमें कोई ढील नहीं दी जा सकती है। वास्तव 
में उपर्युक्त 79 में फलन / अंतराल [0, ] के बिंदु 0 पर असंतत है तथा अंतराल [0, ] में कोई भी बिंदु 
ऐसा नहीं है जिस पर / का अवंकलज शून्य हो जाता हो। इस प्रकार, रोले के प्रमेय का निष्कर्ष अमान्य 
हो जाता है। 

3, (०, 0) पर /# के अवकलनीय होने का प्रतिबंध भी आवश्यक है और इसे भी शिथिल नहीं किया जा 
सकता है, वास्तव में, अंतराल [0, ] पर 

(७) 5७ 2 € [-,] 
से परिभाषित-फलन / संतत है तथा ५-0 के अतिरिक्त [-, ]पर अवकलनीय है और रोले के प्रमेय 
का निष्कर्ष अमान्य हो जाता है। 

रोले के प्रभेयं का ज्याभितीय अर्थ (७००7क्‍ा९एनंत्यों शिल्कगंतर ० २005 एफ्रशकलशाओ 


ज्यामितीय रूप से, रोले के प्रमेय से प्रकट होता. है कि / के आलेख पर समान कोटियों /(४) और /(७) 
'दो बिंदुओं ८ और ४ के मध्य, कम से कम एक बिंदु ० का अस्तित्व है जिससे (०,/(८)) पर स्पर्श रेखा 
>-अक्ष के समांतर है [आकृति .7 (७) और (8) ]। 





(७) 


आकृति १4,77 
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टिप्पणी /(०)50 से अभिप्राय है कि / के आलेख में (०,/(८)) पर स्पर्शी >-अक्ष के समांतर है। ह 

उदाहरण 34 /(#)-आं]5-],  #€ [$ दर से प्रदत्त फलन / के लिए रोले के- प्रमेष की सत्यता 
2' 2 


सत्यापित कीजिए। 


हल | दा | पर फलन / अवकलनीय है (क्यों?) और इसलिए प्र शा | पर संतत है। तथा. 


3 वि लि हिओ 27 | _4_] _ 
/( 55 («० और / | ]-50 


इसलिए, रोले के प्रमेष के सभी प्रतिबंध संतुष्ट होते हैं। निष्कर्ष को सत्यापित करने के क्रम में, हमें एक 
बिंदु ८८ हो हे 5] ज्ञात होना चाहिए जिस पर /“(०0)>0 हो। ध्यान दीजिए कि /'(४)-० का अर्थ है, 


८०४४२0 जिससे ४-_ जं ञ' ,--« प्राप्त होता है। 

इन बिंदुओं में से, हि € $ 4] तथा इस प्रकार ०5--- है। अतः रोले के प्रमेय का निष्कर्ष सत्यापित 
होता है। 

डदाहरण 35 मान लीजिए /(७)5»(४-१)(४-2), 5 [0, 2) । सिदूध कीजिए कि /रोले के 
प्रतिबंधों को संतुष्ट करता है और (0, 2) में एक से अधिक ८ है जिससे /“(०)-० है। 

हल [0, 2] पर फलन/ अवकलनीय है .और इस प्रकार [0, 2] पर यह संतत है तथा /(0)50-॥/(2) है।' 
इसलिए, रोले के प्रमेय के सभी प्रतिबंध संतुष्ट होते हैं। इसके अतिरिक्त हम पाते हैं 


(5) 0 -+३3२ -65+2 50 


_ 65४6-24 _.._! 
सन 6 4 हर 
ध्यान दीजिए कि उपर्युक्त दोनों बिंदु अंतराल (0, 2) में है। इस प्रकार, अंतराल (0, 2) में दो बिंदु ८5॥+ 


दर हैं 
जिस पर /“(०)>० 
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उदाहरण 36 निम्नलिखित फलनों के लिए रोले के प्रमेय की उपयुक्तता पर विचार कीजिए। 
.. (७) (४) 5|>-|, ४८ [0,2] 
(0) /(») - प्व7>5, 2€ [0,% ] 
(०) /(४)>, ४ € [,2] 
हल (४) दिया 'फलन 


3 लक >-], यदि £>] 
| 4 42 की पक है। 


पाठक सत्यापित कर सकते हैं कि संबृत्त अंतराल [0, 2] में फलन संतत है परंतु विवृत्त अंतराल [0, 2] में 
. अवकलनीय नहीं है। इसलिए यहाँ रोले का प्रमेय उपयुक्त नहीं है। 

(8) बिंदु & < हर पर दिया फलन /(४ + ॥॥ » संतत नहीं. है और इस प्रकार, यह संवृत्त अंतराल [0,7] पर 
संतत नहीं है। इसलिएं, यहाँ रोले का प्रमेय उपयुक्त नहीं है। 


(०) दिया फलन/(४) 5४ है और इस प्रकार 7/(7)5 तथा /(2) 52 अर्थात्‌ /(0) & /(2)। इसलिए, इस 
फलन के लिए रोले का प्रमेय उपयुक्त नहीं है। 


उदाहरण 37 यह दिया है कि . 


(० -> +#र४ +८8, 56 [,3] 
से प्रदत्त फलन / पर 2७2+ न के साथ रोले का प्रमेय लागू होता है। & तथा 8 के मान ज्ञात कीजिए। 


हल रोले के प्रमेय के प्रतिबंध से /(०)&0 प्राप्त होता है। परंतु /“(०) 5३८ +20०+०6 है। इसलिए, 


३८ +202+6 5 0 


कै. _-8 + ४९-36 
अत आल 
] ह 
परंतु 2०2 कार (दिया है) 


| ] -06 ४०७२-3८ -उठदव 
५22७ ४3 कु 
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तुलना करने पर, हम पाते हैं 


५२ ७-34 अन्‍म+ 
हक तंथो कल पल 


3... 3 
जिससे 8 5-6 तथा ४2-- 34 53 या 6 ₹ [ 


उदाहरण 38 वक्र »+>, »€ [-2,2] पर बिंदु ज्ञातं कीजिए जिन पर वक्र की स्पर्शी £-अक्ष के समांतर 
है। 


हल [-2, 2] पर फलन /(४)5७*, ४6 [-2,2] संतत तथा [-2,2]) पर अवकलनीय है, और /(-2) 54 
-/(2)। इसलिए, रोले का प्रमेय के प्रतिबंध संतुष्ट 'होते हैं और इसलिए एक बिंदु ० € (-2, 2) का अस्तित्व 
होना चाहिए जिस पर /(2)5<0। परंतु //(0) 50, अत: ०5०0, इससे /(2) 5/(0) 5० प्राप्त होता है। 
रोले के प्रमेय की ज्यामितीय व्याख्या की दृष्टि से, बिंदु (०, /(2)) पर वक्र की स्पर्शी &-अक्ष के समांतर 
है जो इस स्थिति में (0, 0) आता है। 


० | प्रझनावली ॥.5 
निम्नलिखित फलनों के लिए रोले के प्रमेय की सत्यता सत्यापित कीजिए ; 


2 
. (शच्भा35, . ४€ [५ $| 2. “09 5“7--2० ्र् |५ 4] 


3 2 
3. 00*ट- हि पं +28 >€ [0, 3] 


निम्नलिखित फलनों के लिए रोले के प्रमेय की उपयुक्तता पर विचार कीजिए : 
4... /() 5७» -), [-, ।] पर 5. ((४ै)5( -)(४-2), [-, 2] पर 


6, अशिड 2(४- 2) 


[0, 2] पर 7. /(४) 548४ 2, [0, 70] पर 
है. /(05आं5- आंत 255, [0, शो] पर 9... /020ल्‍>ओआओआज+0085-], [५ हर | पर 


30. /(>) 5 झा ४+ 0०05 ४, [५ 5 पर ॥4, /(४)508(४* +2)-08 3, [-], ॥] पर 
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न्क नस 
॥82. /7(४) 5८ 7 , [-,]]पर 4ऊ, (25 (४+3)८ “2, [-3, 0] पर 
49., निम्नलिखित वक्रों के किन बिंदुओं पर स्पर्शी >-अक्ष के समांतर है? 


ह ५ कि की ॥ 370 
(ध) 9७ हद 52, [-2, 2] पर (0) है 008%+-+ १ [|| » पर 


44,7 माध्यमान प्रमेय (॥फ० शित्वा भक्लीपर प्रणाएक"शाा) 
रोले के प्रमेय में, हमने प्रेक्षित किया कि आलेख पर कहीं भी, स्पर्शी >-अक्ष के समांतर हैं। 


अब हम इस परिणाम का परिष्कार यह कहते हुए करते हैं कि यहाँ »-अक्ष महत्त्वपूर्ण नहीं है। हम कहते 
हैं कि आलेख के अन्त्य बिंदु एक रेखा पर है, तब आलेख पर एक ऐसा बिंदु है जहाँ स्पर्शी उस रेखा के 
समांतर- है। दूसरे शब्दों में, सदैव आलेख पर एक बिंदु है कि जिस पर स्पर्शी आलेख के. अन्त्य बिंदुओं 
को मिलाने वाली रेखा के समांतर है। 

मान लीजिए कि वक्र के किन्हीं. दो बिंदुओं को 
मिलाने वाली रेखा को हम वक्र की जीवा कहें तब 
हमारा परिष्कृत परिणाम इस प्रकार पढ़ा जाता है। 
“/ के आलेख की कोई जीवा दी हुई है, आलेख पर 
एक बिंदु है जहाँ इस जीवा के समातर स्पर्शी है” | 
(आकृति .8)। ॥॒ 
टिप्पणी पाठक ध्यान दें कि / की (०, /(८)) पर स्पर्शी 
का ढाल /“(८) से दिया जाता है तथा बिंदुओं (७, /(८)) 
तथा (७, / (9)) को मिलाने वाली जीवा का ढाल 


शा स है। चूंकि दोनों रेखाएँ समांतर हैं, हम पाते 
हैं; 





(७१-४७ 
जाए 


अब हम माध्यमान प्रमेय (बिना उपपत्ति) प्रस्तुत करते हैं। 


प्रमेथ 7 ( माध्यमान प्रमेय ) मान लीजिए संबृत्त अंतराल [०, 2] में / एक वास्तविक फलन इस प्रकार 
परिभाषित है कि _ | 


0) [७, £] पर # संतत है तथा 
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(0) विवृत्त अंतराल (८, 8) में / अवकलनीय है तब विवृत्त अंतराल (०, £) में एक बिंदु ८ ऐसा है कि 


(2) - / (८) 


७5 “-६ 


टिप्पणी 


. शब्द 'माध्य' से तात्पर्य औसत से है। यहाँ हम औसत मान धन पर विचार कर रहे हैं और 
इसी कारण से हम इस प्रमेय का 'माध्य मान प्रमेय” कहते हैं। 


2. विशिष्ट स्थिति में जब /(४) 5 /(9), व्यंजक व जब बच शून्य हो जाता है और इससे किसी 
०८ (७, 9) के लिए /“(०)5० और इससे यह रोले के प्रमेय के निष्कर्ष में बदल जाता है। 


3, [०, 8] पर / के सांतत्य तथा (०, ४) पेर / के अवकलनीय होने के प्रतिबंध आवश्यक हैं। (रोले के 
प्रमेय की संगत टिप्पणी के उदाहरण का अवलोकन कीजिए।) 


माध्यमान प्रमेष का भौतिक अर्थ (#इग्लट्नरा श९क्रागए ण धार शिक्षा श्त्रप्र० पपार0-शा) 


कल्पना कीजिए कि एक कार सीधी सड़क पर जा रही है। समय ८ पर मान लीजिए इसकी स्थिति /() 
पर है और बाद में समय & पर इसकी स्थिति /(8) पर है। इस प्रकार तय की दूरी /(9)-/(०) तेथा लिया 


समय (४ -- ८) है और इस प्रकार कार की माध्य (औसत) चाल शा सफर है। अब कार के चाल मापी 


पर ध्यान दीजिए जो किसी क्षण कार की चाल बताता है। वास्तव में चालमापक का पाद्यांक उस समय /” 
का मान बताता है। इस स्थिति में, माध्यमान प्रमेय बताती है कि & और 9 के मध्य के समय में किसी बिंदु 
पर, चालमापक का पाद्यांक तथा कार की औसत चाल संपाती होने चाहिए। 


उपर्युक्त बिंदु को स्पष्ट करने के लिए, कल्पना कीजिए कि कार ने 2 घंटे में 80 किमी दूरी तय की 
है और इस प्रकार कार की औसत चाल 40 किमी/घं हुई। मध्यमान प्रमेय के अनुसार, समय के किसी क्षण 
बिंदु पर कार की चाल ठीक 40 किमी/घं होनी चाहिए। ऐसा है क्योंकि... 


6) यदि सदैव कार की चाल 40 किमी/घं से कम होगी तब औसत चाल भी 40 किमी/घं से कम होगी 
और औसत चाल ठीक 40 किमी/घं प्राप्त करने के लिए चालमापक के संकेतक को 40 किमी के चिहन 
को पार करना पड़ेगा। 


(४) इसी प्रकार, यदि सदैव कार की चाल 40 किमी/घंटा से अधिक है तब औसत चाल भी 40 किमी/घंटा 
से अधिक होगी। इस प्रकार औसत चाल ठीक 40 किमी/घंटा प्राप्त करने के लिए चालमापक के 
संकेतक को 40 किमी के चिहन से पहले आना पड़ेगा 
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उदाहरण 39 फलन 
ह (७) 5४ हम , >€ [2,3] 
“के लिए माध्यमान प्रमेय की सत्यता सत्यापित कीजिए। 


हल दिया फलन [2, 3] पर सतत एवं (2, 3) पर अवकलनीय है। इसलिए, माध्यमान प्रमेय के प्रतिबंध संतुष्ट 
होते हैं। निष्कर्ष को सत्यापित करने के क्रम में, हमें एक बिंदु ०८ (2,3) ज्ञात करना चाहिए जिससे 


(०0०2 272 ..5 है। अब /'(०) 55 से 2० - 5 प्राप्त होता है और इस प्रकार ०० ,जो (2, 3) मै ह 


है। इससे माध्यमान प्रमेय का निष्कर्ष सत्यापित होता है। 


उदाहरण 40 परवलय /(»)5(»-3)* पर एक बिंदु ज्ञात कीजिए जिस पर स्पर्शी, बिंदुओं (3, 0) और 
(4, ) को मिलाने वाली जीवा के समांतर हो। _ 


हल किसी बिंदु (,/(»)) पर दिए वक्र की स्पर्शी का ढाल /“(४)<2(४-3) से प्राप्त होता है तथा (3, 0) 
और (4, !) को मिलाने वाली जीवा का ढाल अर्थात्‌ | है। 


माध्यमान प्रमेय से, जीवा किसी बिंदु ० पर स्पर्शी के समांतर है। इसलिए 
(०)5॥ ह 
न्म्जे 2(2 व 3) न्त्य 


प्रै | ट्क्ः ट्र (यहाँ ध्यान दीजिए कि पर € (3, 4)) 


2 2 
व हल 30 किम 
“(०)०(८-३) | 3] [5] प्र 


अतः वह बिंदु ॥ + न है, जहाँ परवलय की स्पर्शी दी हुई जीवा के समांतर है। 


$ 


प्र्नावली 4१.6 


निम्नलिखित प्रद॒त्त फलनों के लिए, माध्यमान प्रमेय के प्रतिबंध सत्यापित कीजिए और प्रत्येक स्थिति में माध्यमान प्रमेय 
के अनुसार बताए गए अंतराल में एक बिंदु 2 ज्ञात कीजिए 


4,. [2,3] पर /(0)5३3४-2 -.. 2, [0॥] पर/(0*४-22-४+3.. 
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3... [0/0 पर 760 शा 5 - आ?फ 4. [,2] पर /(0 5०8 


8... [0,] पर 70 - का +छ् +#ल्पकव. ७ किशु पर /(७) >> 


7, [6, 2] पर 0) हू (४-]) “2 ह |. 8. [५ 7] पर / (७) 5 (४-)(४- 2) 


] 
9... [,3] पर /(0« हक 30. ७4 पर /05 उप 


[!.  परवलय »(४+3) पर एक बिंदु ज्ञात कीजिए जिस पर स्पर्शी (-3, 0) और (- 4, ) को मिलाने बाली जीवा 
के समांतर हो। 


82, >>» के आलेख पर एक बिंदु ज्ञात कीजिए जिस पर स्पर्शी (!, )) और (3, 27) को मिलाने वाली जीवा के 
समांतर हो। 


83, उस बिंदु के निर्देशांक ज्ञात कीजिए जिस पर /(४05>» -62+! से प्रदत्त फलन की स्पर्शी, बिंदुओं 

(, - 4) और (3, -8) को मिलाने वाली जीवा के समांतर हो। 
84. . अंतराल [-, 2] में बक्र »  2(४+)(:-2) पर बिंदु ज्ञात कीजिए जहाँ स्पर्शी >-अक्ष के समांतर हो। 
११.8 अवकलों बबारा सम्विकटन (39ए9/फपंग्रद्ांता5$ 97 जॉशिशा[एंशोड) 
इस अनुच्छेद में, कुछ राशियों के सन्निकट मान ज्ञात करने में हम अवकलन का प्रयोग करेंगे। 

मान लीजिए /:0-> ए , जहाँ 9 ०८४४ एक प्रदत्त फलन है जिसे हम »< /(.४) द्वारा परिभाषित करते 

हैं। मान लीजिए &», » में छोटी वृद्धि निरूपित करती है ताकि > में वृद्धि के संगत 9 में वृद्धि 
/(४+4&»)-/() से प्रदत्त है और ७» से निरूपित है। 
हम जानते हैं कि 

० (४+ 22) - /(०) दा के 
85-५0 55-0० 0५ व (७) रे 
हम बिंदु » पर, » के अबकल को वृद्धि &» के संगत 
/(04» से परिभाषित करते हैं और '८9' से निरूपित 
करते हैं। 
[45, 42, ८४ और & के ज्यामिति अर्थ के लिए 
आकृति .9 देखिए।] 





आकृति 34.9.... 
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अनेक परिस्थितियों में ८/ की गणना सरल होती है परंतु ७» की नहीं। ८४ को ». का अवकल और «9 : 
को » का अवकल कहते हैं। 


उद्दाहरण 4 .,25.3 का सन्निकटन करने के लिए अवकल का प्रयोग कीजिए। 


हल »> ५3 लीजिए जहाँ 25 और ७«- 0.3 


तब 4 ८४%४+4४- ४८ +५25.3 - 25 - /25.3 - 5 
जे 25.3 -5+ ५७ 
ध्यान दीजिए कि &» सन्निकटतया 4» के बराबर है और 
. है | 
धो | न 
दूं?) | (चूंकि ४») 


] 
बे हम (0.3) से प्रदत्त है। 


इस प्रकार, ,/25.3 का सन्निकट मान 5+0)- 5 + 0.03 5 5.03 है। 
उदाहरण 42 28 के घनमूल का सन्निकट करने के लिए अवकल- का प्रयोग कीजिए। 


हल मान लीजिए. > रू अर , जहाँ ४८27 और &४-॥ लीजिए॥ इससे >+ 4८:४८ 28 है तब, 


५9७ | # 


] , 
+(2४+ ८४3 +(४+ 2०3 


(28) 
25. |. हि हि सा 
जि 6 ८ (४+४७०)3) ->3 +(28)3 - (27)3 5(28)3 - 
न. 
चर (28)3 <3+ 3» 


ध्यान दीजिए कि 0» सन्निकटतया ८० के बराबर है "और 


कर ध्ची प्य्य (बूके » |») 
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डे 3 0735 ५ [$७7 | 
३3 3 |. 
प ] | 
घ्द रपू स्स्ा 
33 27 


82 
'इसलिए, (28) का सन्निकट मान 3+77+ अर्थात्‌ उ> है। 


27! 


प्रश्नावली 44.7 
अवकल का प्रयोग करके निम्नलिखित में से प्रत्येक का सन्निकट मान दशमलव के त्तीन स्थानों तक ज्ञात कीजिए : 


] || ॥ 

8... (0.009)7 2, (252)? 3, 05) 4... (26) 

|] हि ४ ्‌ 

5... (255) 6... (0999)!0 7... (39)5 . 8... (82)4 
9. 0 0. ,0.007 ॥..._ ण्णित 


2, यदि »5 ४ -0 और यदि »,2 से "परिवर्तित होकर .99 हो जाए, » में संगत सन्निकट परिवर्तन क्या होगा? 


| 22 में सं 
3, यदि »< आ।> और जा से परिवर्तित होकर 9 हो जाए, >»में संगत सन्निकट परिवर्तन क्‍या होगा? 


4, गर्म करने पर धातु की बनी एक गोल प्लेट इस प्रकार फैलती है कि उसकी त्रिज्या में 2% की चृूदृधि होती है। 
यदि गर्म करने होने से पहले प्लेट की त्रिज्या 40 सेमी हो तो प्लेट के क्षेत्रफल में हुई सन्निकट वृद्धि ज्ञात कीजिए। 


,9 बक्र॒ अनुरेखण ((प्रए९ डात्लटाएए) 


इस अनुच्छेद में, हम कुछ बक्रों का अनुरेखण करने में अवकलन और इसके अनुप्रयोगों का प्रयोग करेंगे जिन 
वक्रों का अनुरेखण अन्यथा कठिन है। वास्तव सें हम 


(४) उस अंतराल को जिसमें वक्र वर्धमान है, 
(9) उस अंतराल को जिसमें वक़ हासमान है, 
(०) उन बिंदुओं को जिन पर वक्र में घुमाव ले रहा है 


को ज्ञात करने में अवकलन का प्रयोग करेंगे और सममित तथा अन्य प्रेक्षणों को ध्यान में रखकर वक्र के 
अनुरेखण में इन सभी का प्रयोग करेंगे। 
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उदाहरण 43 वक्र /5> +> का अनुरेखण कीजिए। 
हल वक्र एक बहुपदीय- फलन है, अतः ३२ पर संतत है। 
«0 पर »«0 है, इससे वक्र पर बिंदु (0, 0) है। यदि »<0, तब ४ +«- 0-अर्थात्‌ >(:+])50। इससे 


४50 और &--- प्राप्त होता है। इसलिए (-, 0) भी वक्र पर है। इस प्रकार बिंदुओं (0,0) तथा (-, 0) 
पर वक्र -अक्ष से मिलता है। 


4 





अब 40 _2,+] 

782 

५0 ५ हुआ 
इसलिए ““- >0 यदि 2४+>0 अर्थात्‌ #>--- 

व, . 2 

ह हि | 

के पा के लिए बक्र वर्धमान है। 
तथा 4 <॥: यदि: #<-+ 

पी हे »->2+ » का आलेख 

् आकृति 4,20 

ने #<->ः के लिए वक्र .हासमान है। री 


2 


। 47 -+] _ वध -। 5 
इसके अतिरिक्त हा >2 और इससे >> न >>0, इसका अर्थ है कि ४८ व स्थानीय 
4 #] 





2 
* 


निम्निष्ठ है। वास्तव में, न पर वक्र घुमाव लेता है। 


कुछ और बिंदु प्राप्त करने के लिए हम निम्नलिखित सारणी बताते हैं : 





इन तथ्यों के साथ हम आकृति .20 में दिखाए अनुसार वक्र का अनुरेखण करते हैं: 
उदाहरण 44 वक्र ) 5» -4> का अनुरेखण कीजिए। द 


हल ४-0 रखने पर »« 0, इससे (0, 0) वक्र॒ पर बिंदु है। यदि »>0, 
तब »(« -4) 50, इससे & ८ 0, ४-+2 प्राप्त होता है। इसलिए बिंदु 
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(2, 0), (-2, 0) भी वक्र पर हैं। अब 


3 


“८3४2 -4 
ध; 
व» 2. 2 
यदि 352 -4>0 अर्थात्‌ यदि ४>--5 भी ४< 
इससे लक उड् > त्तू का रे हर 
पके ब्ल्जद्ु और स्ड््क्र्के लिए वक्र वर्धमान है। 
तथा ' 40 (0 यदि 3:72 -4>0 अर्थात्‌ यदि #< क्र आअ? 5 
पड हा हट 
-2. 2 ७ तो पे बे 
चने का के लिए वक्र हासमान है। इस प्रकार, हम इस निष्कर्ष पर पहुँचते हैं कि 


-2 ह - है पर 2 ५ 2 5 
'कद्नू तक वक् वर्धमान है, इसके' बाद पद तक हासमान है और पुनः वर्धमान है। अग्रतः, हम पाते हैं 


2 
सा न 02 
क्षे ५ 
4१५ ]2 42३ -2 
5; धर मा 3 ; के ॥ 3 
४3 3 


इस प्रकार, ४7 स्थानीय निम्तिष्ठ का बिंदु तथा ४5 नह स्थानीय उच्चिष्ठ का बिंदु है। 


वक्र पर कुछ और बिंदु ज्ञात करने के लिए हम निम्नलिखित सारणी बनाते हैं 
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' इन तथ्यों के आधार पर, हम आकृति .2 में दर्शाएं वक्र का अनुरेखण करते हैं। 
+ तू रे 





95४ - 45% का आलेख 
आकुंति 4॥.2॥ 


उदाहरण 45 (2) ५ शा! 25% (0) 9 ₹ 2 आ॥ 25 
वक्रों का अनुरेखण कीजिए). 


हल (७) ४ 5 0 रखने पर » > 0 इससे (0, 0) बिंदु .वक्र पर है। अब 9-0 रखने पर आ7 2% - 0। इससे 
#र0, # के » 7:7७... या रू जा , जहाँ # एक पूर्णांक है। इस प्रकार हय »0 ] वक्र पर बिंदु है जहाँ # 
पूर्णाक है। तदनंतर प्रेक्षण कीजिए कि 8४02८ एक विषम फलन है चूंकि &॥ (-2%) 5 -आ। (200 अर्थात्‌ ज्यों 


ही (५, 9) वक्र पर एक बिंदु है, (-&, -9) भी वक्र पर एक बिंदु है। इसलिए वक्र मूलबिंदु के सापेक्ष सममित 
है। 


तथा ह अच्धा2+ 
2 
के 0 आ 596 आर 20 वह 22 
पड प्रा 
व > कि वर आा ता 
अब, ““ “0 का अर्थ है ०0352:-0 जिससे >5 + -<, + 7, + “7५ -« प्राप्त होता है। 
77 4 4 4 
४१५ आप 77 ऊव +5॥ 
0 तक कम आप 
इस प्रकार यू अकनत पूल 5 और पर 
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475 ग्र्5% भा और ->377 -+77 
५०84 8 7 मय को 
और तट ६0, यदि 6 कक ५230 के अड। 
इसलिए, #< ड़ न्यू »« तंथा#र प्र पा » स्थानीय निम्निष्ठ के बिंदु है। और इन सभी बिंदुओं पर 


7 5६ ज+ऊा +77% 


स्थानीय निम्निष्ठ घान -१ है। तथा ४ पे और #> “प्र प्र * स्थानीय उच्चिष्ठ के बिंदु हैं 
और इन सभी बिंदुओं पर स्थानीय उच्चिष्ठ मान ] है। 
अंत में, हम देखते हैं कि 
शांत 2. ८ 8॥ (25 + 27) 5 आ 2 (४+ 72), ५४ 


इससे अभिप्राय है कि फलन की आवर्तता 5 है दूसरे शब्दों में, ॥; अंतराल पर चक्र के प्रतिरूप की पुनरावृत्ति 
होती है। 


इन तथ्यों के आधार पर हम आकृति ],22 जैसे वक्र का अनुरेखण करते हैं : 





आकृति १,22 


(9) पाठक सत्यापित कर सकते हैं कि दिए बक्र के अनुरेखण, के लिए वांछित विवरण वही है जो भाग (४) 
के लिए प्राप्त किया गया है केवल स्थानीय उच्चिष्ठ मान और स्थानीय निम्निष्ठ मान छोडकर, जो 
क्रमशः 2 और -2 हैं। बक्र का अनुरेखण आकृति १.22 जैसा है। 

उदाहरण 46 वक्र »5>«४ » का अनुरेखण कौजिए। 


हल हम >> आ0 > के आलेख से परिचित हैं। इसकी आवर्तता 2% है इसके उच्चिष्ठ और निम्निष्ठ मान 
क्रमशः: । और -। हैं। 
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आइए अब हम वक्र »<अं0 » पर विचार करें। ध्यान 
दीजिए कि यह >»-अक्ष को उन्हीं बिंदुओं पर मिलता है जहाँ 
>नन्‍्शाग+>%, >-अक्ष को मिलता है तथा आग »> 0, ए>, 
इसके अतिरिक्त, आं0 » का महत्तम मान ] और 7? « का 
न्यूनतम मान 0 (शून्य) है। इन तथ्यों को विचारते हुए, हम 
वक़ »रूआत ४ का अनुरेखण आकृति .23 की भाँति 





&7*४ का आलेख 
है आकृति ॥.23 
करते हैं; ह 


प्रश्नावली ॥,8 
निम्नलिखित बक्रों का अनुरेखण कीजिए ; 


[, ४2008: 2, »करू-+आ।25 3. #ऋ>४ +] 
4 ४9०४४ 8, »>#»-] 6. »>(४-)(४-2) (४-३3) 
4, #ल्‍ऋॉज-] 8, #>नश। 5 9, #>4-(४-2), 05£४<4 


0, अंतराल [),5] में »+5४>-] 


यू यक्रों खींचिए 
!, जब »,0 से 2 पक परिवर्तित होता है वक्रों /597> और 9५>००४० का आलेख | 


विविक्ष उदाहरण (७॥४९फा । ,0ाछ!08 एज ७ शाश 78) 
जदाहुरण 47 2 मीटर ऊँचाई का व्यक्ति 6 मीटर ऊँचे बिजली के खंभे से 5 किमी/घं. की समान चाल.से चलता 
है। उसकी छाया की लंबाई की वृद्धि दर ज्ञात कीजिए। 


हल आकृति .24 में, मान लीजिए ४8 एक बिजली का खंभा है। 8 बिंदु पर 
बल्ब है और मान लीजिए !५[३ व्यक्ति एक विशेष समय ४पर खड़ा है। मान 
लीजिए. &|(४ - / मीटर और व्यक्ति की छाया ॥५७ हे। 


पहले हम छाया की लंबाई ]१/३ को लंबाई ४५ के पदों में व्यक्त करते 
हैं। चूंकि ॥&83 और 6५8५ समरूप हैं, हम पाते हैं : 





27036. ६ | 8 20+2₹:+०5८ ८ पलक 
»5ठ  #58 02 & जि 


परंतु (धर-2 और ७86 है। माने लीजिए. ॥(8 -& मीटर। तब .... आकृति १4.24 
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(]) ४8 - 3 प्राप्त होता है और इससे ७४ > 3&- ७ 25 
परंतु &0/5/ इससे /528 इसलिए 

बा 2458 


तन अये चवनसनभनम 


ब्रा. दा 


चूंकि न -5 किमी/घं, (दिया है), इससे अनुसरित होता है कि 


5 किमी/घं. 
वा २ 


अत;, छाया की लंबाई में वृद्धि < किमी/घं, की दर से होती है। 


उदाहरण 48 वक़ »₹(४ -)(/-2) के उन बिंदुओं पर स्पर्श का समीकरण ज्ञात कौजिए जहाँ बक्र 
»-अक्ष को कारता है। * 


हल चूंकि वक्र »-अक्ष को काटता है अतः »0 अर्थात्‌ उन बिंदुओं पर 


(७7 -)४-2) 50 
चर (४-7४ +४+)(४-2) 50... 
स्प्रे . झच,अचस2 और +?+++] 0 


परतु, ४ +»+50 से कोई वास्तविक. मूल प्राप्त नहीं होता है। इसलिए वक्र के -अक्ष से प्रतिच्छेदनं बिंदु 
((, 0) और (2,0) हैं। । 


अब किसी बिंदु (५, »)) पर स्पर्शी का ढाल 


यु + ४ -॥+3 (४-2) 547 - 62 -] से प्रदत्त है। 


इस प्रकार, (, 0) पर स्पर्शी का ढाल | | बू-3 
(0) 


और (2,0) पर स्पर्शी का ढाल « | न्न्य 
ु ह (2,0) 
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अतः (, 0) और (2, 0) पर स्पर्शियों के समीकरण क्रमशः 
»9-05-3 (७- ) या #9+ 3553 

तथा... >-057 (४-2) या »-7:+450 


उदाहरण 49 वक्र 99 >>' पर उन बिंदुओं को ज्ञात कीजिए जहाँ पर वक्र॒ का अभिलंब अक्षों से समान अंतखंड. 
काटता है। ' ह 3. 


हल मान लीजिए निर्देशांक अक्षीं से अभिलंब के समान अंतःखंडों की लंबाई ८ है, तब अभिलंब >-अक्ष को बिंदुओं 


. (७, 0) या (-०, 0) पर और >-अक्ष को बिंदु (0, ८) पर मिलता है। इससे अभिलंब का ढाल या तो | या-] है। परंतु अभिलंब 
का ढाल ह 


>> 5 जा मी 
स्पर्श की ढाल . ८६? #9 
क्र 
दर 
->+++बन्ऊ] 
स्न्रे 4) 
न्न्रे 40 _ +] से प्रदत्त है। 
कट 


अब 9) - »' को » के सापेक्ष अवकलित करने पर हम पाते हैं, 


(24 


8/-+ > 3>7 
५ ९4] 

के 3 आ 
६ बा 4389 69 

हम बे? 

-+- चक्र क्योंकि -+-<+] 
कप 6) | ॥ 
ने >7 5+65, अर्थात्‌ अी 53692 


4.48 १ क्योंकि 227 ह 
की कक 0) शक, 
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प्न्छ 55 ७0,4 


परंतु »४# 0 (क्यों?) इससे ४4 


चूंकि 64 8 
चूंकि 997 >> ,) ८ ग् अर्थात्‌ »ल्‍ऊंप्र 


' ह५। ४] 
इस प्रकार, अभीष्ट बिंदु (4) और पे] है। 
उदाहरण 50 वक्र )« ४ +08 +८४+5, » को बिंदु (-2, 0) पर स्पर्श करता है और 9-अक्ष को उस बिंदु पर 
काटता है जहाँ इसकी प्रवणता 3 है। 6, ७ और ८ ज्ञात कीजिए 
हल चूंकि (-2, 0) वक्र पर स्थित है, हम पाते हैं 


-84+49-22+550 हे ()) 
मान लीजिए. >अक्ष पर कोई बिंदु 0(0, )) है। 


अब किसी बिंदु (५,») पर वक्र की प्रवणता 
> किसी बिंदु (», ») पर स्पर्शी की प्रवणता 


49 2 
सू+-+ + 34४“ +20:४+ 2 
क्र 


इसलिए | 5८. परंतु श् >3 (दिया है) 
कप (9,») (0,») 

इससे ८३3, तब () से 

-82+48-«0 
प्राप्त होता है। । (2) 
और चूंकि (-2, 0) पर वक्र »-अक्ष को स्पर्श करता है, अर्थात्‌ >-अक्ष (-2, 0) पर स्पर्शी है और ढाल 0 है, इससे 

कं 

अल 
जे ]22-49+८-0 ह कु 
न्‍् ]22-48+3-0 (क्योंकि 2०३3) 0) 


(2) और (3) को हल करने पर, हम 4 लय और क्ल्ज्यु पाते हैं। 


अवकलज के अनुप्रयोग 603 


उदाहरण 5। दिखाइए कि 


(डे) न वा (आतऊ+ 0082), ४> 0 


से प्रदत्त फलन /, (५ ब में सदैव वर्धमान फलन है। 
हल हम पाते हैं, 
औ(>) 5 थक (आग %+ ००४७) 


४ 
प्स्जे ((४)२--_-++++5 (००४७- आं॥ ») 
+ (शआ ४ + 008 2) 


008: - शा! 5 


५७ 2 गि 
]+ (आए >+ 008 >:+ 2 9 5 008%) 


0082 - आ॥ क्योंकि 
सागाणएएयए ( 82: 5 29% 005-) 
2+थ 22% 


अब, दिए अंतराल । | में, 2+ 37 2 सदैव 0 से बड़ा है और इससे हम पाते हैं 
(४) >0 यदि 60552-थआंत5> 0 
के (४) >0 यदि 6085> शांत 0 ००00%४>।] 


अब ७०४ >] यदि ध्वा& <], अर्थात्‌, यदि 0<#%< हा 
शर हक 
इससे अंत्तराल [० | में /((४) > 0 
8॥/ में 
अतः, [० 4] में / एक वर्धमान फलन है। 


उदाहरण 52 ८ वर्ग इकाई क्षेत्रफल के दिए कार्डबोर्ड के टुकड़े से वर्गाकार आधार का एक खुला संदूक बनाना है। 


दिखाइए कि संदूक का महत्तम आयतन न घन इकाई है। 


हल मान लीजिए संदूक के वर्गाकार आधार की भुजा » और संदूक की ऊँचाई .» है। तब खुले संदूक का पृष्ठीय क्षेत्रफल 
427+ »_ से प्रदत्त है (आकृति .25)। इसलिए, हम पाते. हैं 
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42)+ न्टा 

८-४ 
4; 

यदि संदूक का आयेतन ५ है, तब 


च्न्जे 





है 4 च् 





है नन्क ्स (७) -») 
4५ -> हा (७-४) 
थं; 24 4 
न्त्रे 4/ए_ #_-३ 
ह 2 का आल 
2 2: 2 
अब कि त0 के पक 23 » अर्थात्‌ 32 ०८२ जिससे & 
| 72 
बा --7+< 0, इससे अनुसरित होता है कि & - -:... 
कं | ० 233 ४3 
सन्क्रु है 
उच्चिष्ठ आयतन 
] ८ ह: 
५ 6 बा इक डफःःस 
न पक ५ | ) 6२3 
से प्रदत्त है। 


न 
आकृति 44,25 


+-- प्राप्त होता है। 


्दु 
उच्चिष्ठता का बिंदु है और इससे संदूक का 


अध्याय 44 पर विविध प्रश्नावली 
(॥8( छा 4४008 एऋछचरएटएडए 0ाप टप्न& एपफार ]) 


।, किसी निश्चित आधार ४ के एक समदूविबाहु त्रिभुज की भुजाएँ 3 सेमी/से की दर से हासमान है। 
किस ब्वीव्रतां से इसका क्षेत्रफल घट रहा है, जब दोनों समान भुजाएँ आधार के बराबर हैं? 


दिखाइए कि वक़ 
2 ६0089+ 40 भा 9,9 5 4 ४7 0-40 0086 


के किसी बिंदु 6 पर अभिलंब मूलबिंदु से अचर दूरी पर है। . 


- वक्ऱ ४ 549 के अभिलंब का समौकरण ज्ञात कीजिए जो बिंदु (, 2) से होकर जाता है। 


]0, 


व, 


]2. 


अवकलज के अनुप्रयोग 605 
अंतराल ज्ञात कीजिए जिन पर 


4 8॥ 52 - 22- :005:2 
है 3 ०, ० इक कस लक उक अक अ ज 


2+008-% 
से प्रदत्त फलन /() वर्धमान (४) हासमान है। 
अंतराल ज्ञात कीजिए जिन पर 


00 # > + हक , 2#0 से प्रदत्त फलन /(6) वर्धमान (४) हासमान है। 
े गे 


दीर्घवृत्त --"+-८- 5 ! के अंतर्गत उस समद्विबाहु त्रिभुज का उच्चिष्ठ क्षेत्रफल ज्ञात कीजिए जिसका शीर्ष दीर्घ 
क्ष का एक सिरा है। 


अदूर्धवृत्ताकार आच्छादित आयताकार, खुली खिड़की है। खिड़की की संपूर्ण परिमाप 0 मीटर है। पूर्णतया खुली 
खिड़की से अधिकतम प्रकाश आने के लिए खिड़की की विमाएँ ज्ञात कीजिए। 


त्रिभुज की भुजाओं से ८ और 8 दूरी पर त्रिभुज के कर्ण पर स्थित एक बिंदु है। दिखाइए कि कर्ण की 
2 2 )2 
अधिकतम लंबाई (" 3+83 | है। 


उन बिंदुओं को ज्ञात कीजिए जिन पर /(४) (४-2) (४+])_ से प्रदत्त फलन /, 0) स्थानीय उच्चिष्ठ 
() स्थानीय निम्निष्ठ 693) नत परिवर्तन बिंदु रखता है। 


(>) ८ 008 >+आं॥5, ४€ [0,%] से प्रदत्त फलन / का निरपेक्ष उच्चिष्ठ और निम्निष्ठ मान ज्ञात कीजिए। 


मान लीजिए [0, []पर / और 8 अवकलनीय है जिससे /(0)52, ४ (0) 50,/()56 और 2()52, दिखाइए 
कि एक बिंदु ०८८ (0, ) का अस्तित्व है जिससे /“(०) -228(८) 


माध्यमान प्रमेय का प्रयोग करते हेतु दिखाइए कि &>0 के लिए 


8] 5 < 


. मान लीजिए (0, !] पर परिभाषित / दो बार अवकलनीय फलन है जिससे सभी 


>€ [0, ]] के लिए [/”(४)| < 
यदि /(0)5/(), तब दिखाइए कि 
सभी . <८€[0, ]] के लिए [//(:)| < 
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। 4, मात्र लौगिए॥,/] पं एक पान पीभाित है जिससे भी ॥६(॥,/) के लिए /(3) >0, तब सिद्ध कौजिए 
कि (0, /) ए / एक वर्धमान पतन है| 
|8, माध्यम प्रोेय का प्रयोग करे हुए, पिदृध कोजिए 


सभी ॥६ ॥) | के लिए 793 


॥ /(0॥8 ४, ४६[॥2] पे प्रदृ्त फन / के लिए माध्यम प्रमेय को सत्यता सत्यापित कीजिए। 


| है 
[7 दिखाए ॥ क्रियय के गले के अंगगी अधिकतम आयतग के बेल की उचाई हर अधिकतम आयतन भी 
जात कीपिए। ः 
।॥, दिखाए कि (अर कोण तथा उचई ॥ के लंड वृतोय शत के अंताति अधिकतम आयत् के बेला की 


मचाई गंकु की एक तिहाई है और बेहन का अधिकतम आयात जा ॥ 0 0 है| 


अनिश्चित समाकलन क्‍ 





42,] भूमिका (॥#000लांणा) 6 
अध्याय 5 में व्याख्या की जा चुकी है, कि एक अंतराल । के प्रत्येक बिंदु पर दिए फलन / के संगत हम ' 
प्राप्त कर सकते हैं। यदि इसके अतिरिक्त के प्रत्येक बिंदु पर /“ ज्ञात हो तो क्या हम फलन / ज्ञात 
कर सकते हैं? फलनों के ऐसे समुच्चय जिसमें प्रत्येक सदस्य का अवकलंज दिया गया फलंन है, को दिए 
फलन का प्रति अवकलज (»ञकलांए॥५०) कहते हैं। अग्रतः वह सूत्र जो इन प्रेति अवकलजों 
(»700०7१५४४४७७) को प्रकट करता है; को उस फलन का अनिश्चित समाकलन कहते हैं। इसे प्राप्त करने . 
की प्रविधि को समाकलन करना कहते हैं। इस प्रकार की समस्या अनेक व्यावहारिक परिस्थितियों में आती 
है। उदाहरणत: यदि हमें किसी वस्तु की किसी क्षण की तत्क्षणित वेग ज्ञात हो, तो स्वाभाविक प्रश्न यह उठता 
है, कि क्या हम दिए समय पर उसकी स्थिति ज्ञात कर सकते हैं? इस प्रकार की अनेक व्यावहारिक और 
सैद्धांतिक परिस्थितियाँ आंती हैं, जहाँ समाकलने-की संक्रिया निहित होती है। समाकलन-गणित का विकास 
निम्नलिखित प्रकारं की समस्याओं के हल करने के प्रयासों का प्रतिफल है, .._ 
... (४) यदि फलन का अवकलज ज्ञात हो, तो उस फलन के ज्ञात करने की समस्या, | 

(9) एक फलन के लेख-चित्र दवारा सीमित, दिए प्रतिबंध के अंतर्गत घिरे क्षेत्रफल को ज्ञात करने 

.. की समस्‍्या। 


उपर्युक्त दोनों समस्याएँ दो प्रकार के समाकलन की ओर इंगित करती हैं। इन्हें क्रमशः अनिश्चित 
समाकलन और निश्चित समाकलन कहते हैं। इन दोनों का सम्मिलित रूप समाकलन-गणित है। 


इस अध्याय में हम अनिश्चित समाकलनों का अध्ययन करेंगे, साथ ही साथ समाकेलन करने की कुछ 
विधियों को सीखेंगे। | 


१2.2 अनिश्चित समाकलन को अवकलज के व्युत्क्रम संक्रिया के रूप में ' 
(तज्पशीणीह ॥हट्टा'श्ोड 88 47्राधिशएक्ाए25) 


हम जानते हैं कि 


ह ह 
न (शा। |) 5 008 5 का | () 
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49 | । ॥ 
क्र | व्ु | लक । । ल्‍ 3 ७0): 


* और गज द (3) 


हम देखते हैं, कि () में फलन ००४», फलन आ॥ » का अवकलज है। इसे हम इस प्रकार भी कहते 
हैं कि ०05» का प्रति-अवकलज या समाकलन »7> है। इसी प्रकार (2) और (3) से &* और ८० के प्रत्ति 


अवकलज या समाकलन क्रमश; +7: और . » हैं। 


फिर हम देखते हैं, कि किसी अचर (! का अवकलज शून्य है, अतः हम (), (2) और (3) को पुनः लिख ॒ 
सकते हैं कि 


ध॑ (0) « 
पा (87 | + () 0०08 » 


| अर 
हज व न ( ] झ्ड हा 


और. ऊँ (८+०) 5७ 


इस प्रकार हम देखते हैं, कि उपर्युक्त फलनों के समाकलन अद्वितीय नहीं हैं। वस्तुतः इंन फलनों में से प्रत्येक 
के अंततः अनेक प्रति अवकलज हैं, जिन्हें हम वास्तविक संख्याओं कें समुच्चय से स्वेच्छ.अचर (! को कोई 
मान प्रदान करके प्राप्त कर सकते हैं। यही कारण है कि 0! को प्रथानुसार 'स्वेच्छ अचर' कहते हैं। बस्तुत 
0 'प्राचल' है, जिसके मान को परिवर्तित करके हम दिए फलन के प्रति अवकलजों या समाकलनों के 
विभिन्‍न सदस्यों को प्राप्त करते हैं। 


व्यापकतः यदि फलन 9 ऐसा है, कि न छ (७057 मम € , लो प्रत्येक स्वेच्छ अचर (' के लिए, 


क एपि।ए] 570), > 6 । 


इस प्रकार [#(४)+ ०0, ०८7२), /(02 के प्रति अवकलजों के 'कुल' को व्यक्त करता है, जहाँ 0! समाकलन 
का स्वेच्छ अचर या प्राचल है। 


अनिश्चित समाकलन 609 
नीचे हम सिद्ध करते हैं, कि दो फलन, जिनके अवकलज समान हों, में एक अचर का अंतर होता है। 
मान लीजिए कि & और # दो फलन इस प्रकार के हैं, कि जिनके अंतराल [ में अवकलज समान हैं। यदि 
700 5 800 -#%(00, ह ८ । 


तो कि +/(«४) 5 ४(०)-#(:)-<0, (परिकल्पना से अर्थात्‌ / के » के सापेक्ष परिवर्तन की दर प्रत्येक 
स्थान पर शून्य है, अत: / एक अचर है। 

'उपर्युक्त परिणाम के अनुसार यह निष्कर्ष निकालना न्याय संगत है, कि 'कुल' (0 + 0, ० & 7], 
709 के सभी संभव प्रति अवकलजों को प्रकट करता है। 


हम एक नए. प्रतीक से परिचित होते हैं, जो प्रति अवकलजों के समूचे समूह को निरूपित करेगा। यह 
प्रतीक [/ (४) ०८४ है, जो /(2) का> के सापेक्ष अनिश्चित समाकलन के रूप में पढ़ा जाता है। प्रतीकतः 
हम | 
[/#00 4७४ 5 ४ (०) + 0 ह (4) 
लिखते हैं। ह 


0 को समाकलन का अचर कहते हैं। (#( + ०] फलनों के उस समुच्चय को निरूपित करता है, जिसका 
प्रत्येक सदस्य /(») का प्रति अवकलज या संक्षेपत: समाकलन कहलाता है। 
संकेतन : यदि रे २ (४2 तो हम 
. >|+ [700 # 
लिखते हैं। 
सुविधा के लिए हम एक सारणी के रूप में निम्नलिखित प्रतीकों / रूपों / वाक्यांशों को उनके आर्थों 
. सहित उल्लिखित करते हैं। 








सारणी 42._ 
प्रतीक/पद “शब्द समूह 
7.) वें; ्छ : 700 का » के सापेक्ष समाकलन 
[#(0४४ में /७0. : समाकल्य 
/700 ०६ में » रे समाकलन का चर 
. /(0 करा समाकलन ५... ४ एक फलन जिसके लिए 7७) 5 /00 
स्वेच्छ अचर ; कोई एक वास्तविक संख्या (! जिसे अचर 
। _ के रूप में समझ सकते हैं। .. 








6]0 गणित 


हम बहुत से प्रमुख फलनों के अवकलजों के सूत्र जानते हैं। इन सूत्रों के संगर्त हम समाकलन के प्रमाणिक 
सूत्रों को तुरंत लिख सकते हैं। इन प्रमाणिक सूत्रों की सूची निम्नलिखित है, जिसका हम समाकलनों के 
निकालने में प्रयोग करेंगे। 








अचकलज संगत समाकलन ( प्रति अवकलज ) 
(॥9077% 0[908) (#हए7क5 (6 9 छ96४) ) 
ते | हक कु दर न पेसियं है ।$ लिए 
पर 20 कर [८ ८ ( का कि न 
(6) बंप तक ; | 4४ --य! ८. प्रत्येक परिमेय संख्या द । 


विशिष्ट रूप में हम देखते हैं, कि 




















7 
0) तप (०) नल ; [| न्‍ः ४+(2 
लक 208 हक थे हि 
(॥) हा (॥ 2) + 0०05: ; [००5 अधंड मे 895+( 
(0) र्क (0०083) 5- शा # ; कि अद८ २-7 ००8-४+(' 
मु र्धं 2 2 ८ 
(९) प्र (० 3) क उ९ए ४ ; (8०० अधध ते शाऊ+(: 
धर 2 9 ८ 
(५) कण 3) ८ --०05९८९% ; [००४०० अधंए ८ 7००0:४+(! 
्। ह हा 
(५) का (8९० 2) 8०८ का | ; ४ [६०० "न शिाजदर 5 5202%+( 
हर धं 
(शा) ला (०08९८ 2) नू + -। 20820 6 ८0 +% ; [००४९० ज ९05 व 5 -+ 20522 ४+(! 
3५ यही १8224 * 
(शा) -त. (बह) बज डे है इचाम हर 77% + (2 
आम 
* धं धर 
(5) क्र (००5 | <) ज्फ ० | प्लस पल म लितड लक 4700 
[- बी-ऊ 
ध । हि । 
(0) ->-ल्या गे मल 3 नशा 5+ए 
संट् [ ) ] + दी | है। न रद 





७) क्व>त-77ः 


धर _ 4४३, 

तप) का ) सन्ो; 
गा 
(पा) बंद वछहुव ह़ 


(५) हि [8०० 7 >) ् कक पक 





(४५) अं (१०४०० ») व्ड-- जम 


पक - 
टिप्पणी प्रयोग में हम प्राय: उस अंतराल का 
जिक्र नहीं करते, जिसमें विभिन्‍न फलन परिभाषित 


हैं। तथापि किसी भी विशिष्ट प्रश्न के संदर्भ में 
इसको भी ध्यान में रखना चाहिए। 





2.2.] अनिश्चित समराकलन का ज्यामितीय 
निर्रषण ((6४०#राबंटदां कस्‍/टिकराटदा/ंत्ा तु 
म्रबंटफ्रिएट 77/287/47 ) 


मान लीजिए कि /7/(७) 5 22, तो / / (४) 
बंध न्‍न् झा + (! 

(0 के विभिन्‍न मानों के संगत हम विभिन्‍न 
समाकलन पाते हैं। ज्यामिती दृष्टि से सभी समाकलन 
अत्यंत रूप में समान हैं। इस प्रकार #5%१+ (९, 
जहाँ (! एक स्वेच्छ अचर है, एक समाकलनों के 
“'कुल' को निरूपित करता है, (को विभिन्‍न मान 
प्रदान करके हम कुल के विभिन्‍न सदस्यों को 
प्राप्त करते हैं। इस सभी का सम्मिलन अनिश्चित 
स्माकलन है। स्पष्टत; प्रत्येक समाकलन एक 
परवलय को निरूपित करता है, जिसका अक्ष 
>»-अक्ष के अनु है। 


अनिश्चित समाकलन 6| 





7५५ - 
न द्रन-00ा ।+(0: 
ह्ध 
| णंक न्‍न्८ +( 





धो 
पर वेद ८ +(_ 
0824 








धर दा 
[निन्यणा न्‍ 860 £+(! 
अक ो नई 
गा न 
न न कक ००४९७ %+(! 
| २ नम, न" 





आकृति 2, 


62 गणित 


0«0 के संगत हम »5४ पाते हैं, जो एक परवलय है, जिसका शीर्ष मूल-बिंदु है। (+] के संगत 
वक्र #5+], परवलय »5:४ को एक मात्रक >-अक्ष के अनु ऊपर की ओर धनात्मक दशा में 
स्थानान्तरित करने पर प्राप्त होता है। 05-! के संगत वक्र »5»>-, परवलय 9» को एक मात्रक 
>-अक्ष के अनुदिश ऋणात्मक दिशा में स्थानांतरित करके प्राप्त होता है। इस प्रकार ९ के प्रत्येक धनात्मक- 
मान के संगत 95»?+ (0 द्वारा निरूपित परवलय अपना शीर्ष >-अक्ष पर धनात्मक दिशा की ओर, और 
0 के ऋणात्मक मान के संगत. />#?+ (2 द्वारा निरूपित परवलय अपना शीर्ष >-अक्ष पर ऋणात्मक दिशा 
की ओर रखता है। इन परवलयों में से कुछ को आकृति 2.। में दर्शाया गया है। 

' अब हम इन परवलयों के रेखा £₹«८जो -अक्ष के समांतर है, द्वारा प्रतिछेदन पर विचार करते हैं 
आकृति में हमने 6>0 लिया है। निम्नलिखित निष्कर्ष ०<0 के लिए भी समानतः लागू है। यदि रेखा 
>> ६, परवलयों >>», 9 त्ओ+, 9 ₹आ+ 2, 95४-, ै» -2 को क्रमशः; ?,, ?,, ?९,, ?_, 


? , इत्यादि बिंदुओं पर काटती है तो इन सभी बिंदुओं पर पे का मान 26 है। यह निर्देशित करता है, 


कि इन सभी बिंदुओं पर स्पर्श रेखाएँ समांतर हैं। इस प्रकार [25 4४००2 + (05४९० (0), 0 & ९ का अर्थ 
है, कि इन बक्रों के रेखा £-४ के प्रतिच्छेदन बिंदुओं पर वक्रों की स्पर्शियाँ समांतर हैं जहाँ ८८ 7 है। 
अग्रत:, निम्नाकित कथन 


(0) 4४ + 7 (४)+ ०5 » (माना) , 


जहाँ 0 प्राचल है, बक्रों के एक कुल को निरूपित करता है। 0 के विभिन्‍न मानों के संगत हमें इस कुल 
के विभिन्‍न सदस्य प्राप्त होते हैं। इन सदस्यों को हम किसी एक सदस्य को >-अक्ष के अनु स्थानांतरित करके 
प्राप्त कर सकते हैं। निश्चित समाकलन का ज्यामितीय निरूपण यही है। 


2.2.2 अनिश्चित समाकलनों के कुछ गुणधर्म (५07९० 77०0कश+68 ० ॥॥० खेबंदीकआपईट करारट/व7 ) 
() निम्नलिखित परिणामों के अनुसार 


के [00% + /00 
और [७0 ०ऋ२/()+ ०, जहाँ ८ एक स्वेच्छ अचर है, 
अवकलन और समाकलन की संक्रियाएँ परस्पर प्रतिलोम सक्रियाएँ हैं। 
उपपत्ति मान लीजिए कि #(४),/(० का एक प्रति अवकलज है, अर्थात्‌ 
क्र) 5 /0०) 
त्तो [00% ₹7(0+९० 


अनिश्चित समाकलन 6॥3 


धर ह एक 
इसलिए... [/0) #ऋ ऊँ (70+ 0) 


4 
+ (४) 5/(७0) 
इसी प्रकार हम पाते हैं, कि 
/ 09 5 दूध 0) 
|| (0) 4८४० /(0 + 0, जहाँ (! समाकलन . अचर है। 


(0) दो अनिश्चित समाकलन, जिनके अवकलज.समान हैं एक ही कुल की वक्रों को निरूपित करते हैं 
और इस प्रकार समतुल्य हैं। 


५ 


| गा ह 
उपपत्ति मान लीजिए कि टूर [० कक न हू ०) बे 


+.. जीहिब्नीशर्श- 
अत; द [02% - [£ि (>)८०६० ०, जहाँ 06 7 
या (0० ड़ [00% + (८ 


इस प्रकार वक्रों के कुल [20% +0,, 0, € | 5 
और [8002 + 02 ; 0५ €॥२| समतुल्य हैं। 
इस प्रकार, 00022 और [हएऐे० समतुल्य हैं। 


"टिप्पणी दो कुलों [[#00#४ + 00 € || और [#क + 02, ०५ 6४२ | के संस को 


प्रधानुसार [/ (४) 5 | (०0५८ लिखकर व्यक्त करते हैं। इसमें ग्राचल का वर्णन नहीं है। 


0)... [#0)0+2(मेकर [/(0४+ | 20४४ 


6]4 गणित . 


उपपत्ति प्रगुण () से 
। ' कः 
के | (/00+४200)% | / (0)+ 8०) 0) 
तथा | 
पर ० व । 
का | 0प०+ [0०0० | नर ख[00%+ दुए् [400% 


प्रगुण ()) के अनुसार दो समाकलन जिनके अवकलज समान हों, समतुल्य होते हैं, अतः () और (2) से 
निष्कर्ष यह है, ह 


[/00+800) क + [00% + [80% 


06५) किसी वास्तविक संख्या £ के लिए | पर (04% धर (45 


उपपत्ति प्रगुण .() दवबारा फू | ६/(0) 4६८ ॥६/(0 


। हर 
और... ००० | कक [0०४ 5॥/ 0० 
अतः प्रगुण (8) के प्रयोग द्वारा हम पाते हैं, कि 

6 86270 


(५) प्रगुणों ता) और (9) को सीमित संख्या के फलनों /,/,, ....7 और संगंत वास्तविक संख्याओं 
६, 5, ..« ५, के लिए भी व्यापकीकरण किया जा सकता है जैसा कि निम्नलिखित है 


कि (>)+॥2/42(७)+...+&,/, (०) ०४ ७ #। 82 (2045४+#2 [£ (>)4४+...+६, | (०) 


निम्नलिखित में, दिए गए फलन के प्रति अवकलज ज्ञात करने में हम सहजतापूर्वक ऐसे फलन की खोज 
करते हैं, जिसका अवकलज दिया गया फलन हो। अभीष्ट फलन की इस प्रकार की खोज, जो दिए फलन 
के प्रति अवकलज ज्ञात करने के लिए की जाती है, को प्रेक्षण द्वारा समाकलन कहते हैं। 


अनिश्चित समाकलन 685 


उदाहरण १ प्रेक्षण विधि का प्रयोग करके निम्नांकित फलनों का प्रति अवकलज ज्ञात कीजिए। 
(6) ञञा। 2०८ (9) (4८२४ + |) (गं) नि + 2: #0 
छा (0) हम ऐसे फलन की खोज करते हैं, जिसका अवकलज &7 2» है। हम जानते हैं कि 


धं ॥ 
का 008 2%+--- 2 शत 25 


| [चं आह 
और ह आए 2> >> ठ कर 00 20) | हा [6७० 2 ] 
* । 
अत; ४ 25% का एक प्रति अवकलंज ->ठ्ञ0% 2+ है। 


(9) हम ऐसे फलन की खोज करते हैं, जिसका अवकलज 4७४7१ ५+ ] है।. 


रे धर उज )__ 4 37 रथ डे 
ध्यान दीजिए कि क्र 53४१ और क्रेता 
इसलिए हे हा कं | वश कर 


“इसलिए 4८११ +. का एक प्रति अवकलज ->-८+< है। 
| (४) हम जानते हैं कि 

के (०8४०) २०० और हऋू0०४८-०)5--८४ 5 +, ४ <0 
इन दोनों को मिलाने पर हम पाते हैं कि 


र्ध | 
का (]02 | ४) प्रा्ा0 


इस प्रकार. ि 4-०९ | &, ध के प्रति अवकलजों में से एक है। 


6१6 गणित 

डदाहरण 2 निम्नलिखित समाकलनों को ज्ञात कीजिए। 

(7) कं +४7* ८८ (3) || (अन्य) द् (99) | की नंथ्ट “यू 
हु ज्ट 

हल 6) हम पाते हैं... | 


॥८2 4 ऊंट )०7८ कि + शिव [ प्रगुण (५) द्वारा] 


2्का ४ ५ 
दी न (? ८ (ः हि हैः 
(2 आओ छुआ | +९०५); ७ 0, समाकलन अचर हैं। 
3 


2, हे 
च्जुऊ + +(+( 2 


बुक +<““+0, जहाँ (!-(०'+ ०., समाकलन अचर हैं। 


(४) हम पाते हैं 
((ूफे | *- | [+-2+/ |“ 
| >4%४-2| कप्+ नि 


भ् 


बे सा -2+08 | ।+ ८ 


() हम पाते हैं 


| (# +26ह* - य) व न्‍त् ही | थ्था०:-[ हि 
द्र्का 
डे न क॑ 2८7“ -]08| +|+ (! 
खु।। ' हे 5 





3 ै ऊ ४4३ क 
न्ल्द्ध अरे +2यं -08| > + ९! 
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उदाहरण 3 निम्नांकित समाकलनों को ज्ञात कीजिए। 


6) | (2 - 3008: + ों ) कट 


0) | (2>* -3आर%+5४%) 
(9) | न 880: + शा] 2): 


हल (0) हम पाते हैं 


| (2%- 2 “८ न्‍्< । 2>4.८- | 3008 5 व + | लक 


नर 2 अवध: - ३| 0085 ध६+ || व 
अर द * रे 
ने 27---3आझ]2+ ८ + (५ ८४-३3 शा ४ + ८ + ९ 
] | (23 -3आं।:+5५) के < र्शृ > ध४- न| बात > (.८+ 5 अर 4५ 


3 


3 
क्र 3 + 
2 * 2 
न / 0 
बह 2 हि +300$%+ 5 ग्व्ा + बल हम >््रँ +3008%2+-“--“ ४2 + ९! 
2 


(0) 


| 8९20 2( 820 £ + 0) ध; * || 36० + ८४ + | 5९८ <ंश्ा) 5 42४ 
न धा जे + 860 >+ (: 


॥ व अि । 
उदाहरण 4 यदि (2)>4७ - हु और /#/(2)-0 तो /(0 ज्ञात कीजिए। 
हल ज्ञात है कि के (>)54४ --्य 


_ इसलिए लक | (4४- ज) 


688 गणित 


न 4 # व:- 3३| अ वि; 
4... की । | 

>_4] ३ 577 0७“ +-5+0, जहाँ 2 समाकलन अचर है। 
4 +4+ ॥ 


प्राचल 0 का मान इस तथ्य के आधार पर ज्ञात किया जाता है, कि /(2)50 


चूंकि ] 
ल्6क>+फकए 
. चूंकि (2)56+ रू 
]29 
अर्थात्‌ 05-7० 
_.. -29 
या ह एक का 
इस प्रकार / (७) > * 24 तप 
नें 


टिप्पणी 


() यदि समाकलन का चर » के अतिरिक्त अन्य कोई है, तो समाकलन के सूत्र तदनुसार अनुकूलित कर 
लिए जांते हैं। उदाहरणत 


| 05 जप्  +० > द »+(९: 
प्राप्त निश्चित समाकलन की शुंद्धता की जाँच के लिए हम समाकलन का अवकलज ज्ञात करते हैं। यदि 


यह अवकलज समाकल्य के बराबर हो तो समाकलन शुद्ध है, अन्यथा नहीं। उदाहरण के लिए उदाहरण 30) 
में हम पाते हैं कि 


हे ह ह 
्जकँ -3 शंत्र&+ ८ + श चू्20-3008%+ €* 
धर 04% मी आर 

जो दिए समाकल्य के समान है। अत: उदाहरण 30) में प्राप्त अनिश्चित समाकलन शुद्ध है। 

(2) जब कभी | / (८५४ अनिश्चित समाकलन का मान (४) फ्रप्त होता है, तो हम प्रथानुसार 


| (५0% 5 ॥(ध)+ ०, जहाँ (४ समाकलन अचर - अथवा प्राचल है लिखते हैं। सामान्यतः: हम 
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|| / (04% + 7()+0 लिखते हैं, जहाँ 2 समाकलन अचर (प्राचल) है, जिसकी व्याख्या नहीं करते हैं। 


2.2.3अवकलज और समाकलन संक्रियाओं की तुलना ((०#फ्रद्वां४08 8€##०९॥ वा[शिहमहादां07का 
चबावें खंस्‍्ा/स्ड्/वमं0फ ) 


. 
छः 


दोनों फलनों पर संक्रियाएँ हैं। 
दोनों रैखिक हैं। इसके निम्नलिखित कारण हैं। 


धर धर 
0. का 0०+४००] 5 जम 0०+ु 2०० 


और | [॥(00)+2(०)| ४ < | (०) 4४+ | 2 (००24७ 


(४) अचर को अवकलन या समाकलन चिह्न के बाहर लिया जा सकता है; जैसे 
हि 
(४००) + «क्भू 0० 


और ६ (०24४ ध।  (>24% 


हम पहले से ही जानते हैं कि सभी फलन अवकलनीय नहीं होते हैं। ठीक इसी प्रकार सभी फलन 
- समाकलनीय भी नहीं होते हैं। हम अनावकलनीय और अनसमाकलनीय 'फलनों के विषय में उच्च 


कक्षाओं में अध्ययन करेंगे 


यंदि किसी फलन के अवकलज का अस्तित्व हो तो वह अद्वितीय होता है। परंतु किसी फलन का 
समाकलन के साथ ऐसा नहीं है। तथापि वह मात्र एक अचर से अंतर रखता है| किसी फलन के 
दो समाकलनों में एक अचर का अंतर रहता है। 


यदि कोई बहुपद फलन ? का. अवकलन किया जाता है, तो परिणाम भी एंक बहुपद मिलता है 
जिसका घात ? के घात से एक कम होता है। जब कोई बहुपद फलन का समाकलन किया जाता 


' है, तो परिणामी बहुपद्‌ का घात पूर्व बहुपद के घात से एक अधिक होता है। 


दिए. फलन के एक बिंदु पंर अबकलज हम जानते हैं। हम कभी दिए फलन के दिए बिंदु पर 
स्रमाकलन की चर्चा नहीं करते हैं। हम दिए गए फलन के दिए अंतराल पर समाकलन की चर्चा करते 
हैं, जिस पर फलन परिभाषित करते हैं। 


एक फलन के अवकलज का ज्यामितीय अर्थ भी होता है, जैसे दिए वक्र के दिए बिंदु पर स्पर्शी 


की प्रवणता, उस बिंदु पर फलन के अवकलज का मान होता है। ठीक उसी प्रकार दिए फलन का, 
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अनिश्चित समाकलन, वक्रों के एक कुल (५9) को निरूपित करता है। ज्यामितीय दृष्टि से ये 
सभी वक्र सामान्तरत: स्थित होते हैं, जिनका समाकलन के चर को निरूपित करने वाले अक्ष के 
अनुलंब रेखा के साथ सभी वक्रों के प्रतिच्छेदन बिंदुओं पर स्पर्शियाँ समांतर होती हैं। 


यदि किसी समय / में चली गई दूरी ज्ञात हो तो अवकलज दिए समय बाद वेग ज्ञात करने में सहायक 
होता है। ठीक उसी प्रकार बेग किसी समय पर ज्ञात होने पर समाकलन दिए समय में चलित दूरी 


0, 


ज्ञात करने में सहायक होता है। 


अवकलज एक प्रविधि है, जिसमें सीमा का भाव समाहित है, ठीक उसी प्रकार का भाव समाकलन 
में भी समाहित है, जिसके विषय में हम अगले अध्याय में अध्ययन करेंगे। 


अवकलन और समाकलन की संक्रियाएँ एक दूसरे की व्युत्करम है, जैसा कि 2.2.2 (0) में व्याख्या 


की जा चुकी है। 


प्रशनावली ॥2,॥ 


निम्मांकित फलनों के प्रति अवकलज या समाकलन को प्रेक्षण विधि दूवारा ज्ञात कीजिए। 


2... 0085 3५ 





!. 608 2८ 
जे, (६&४+ 9) 5... था। 25- 4 
निम्नांकित समाकलनों को ज्ञात कीजिए। 
हे 9 ध् दे 
2 [ ह झा नतत 
0, | ट [] दर कक 7, ह | ग्रे ह धंड 
2. * 3 2 
हम डा +$5४ -4 
५9, 5 0. | अलज-+त-+++ 4४ 
लि... ० 
3_2 | 
का -४ +-] 
[2. | लजप्र्य 3. | ([->) ४> 4६ 
3 4 ह 
]5. न्ज+न जज धए [ 
|] (प्र | 6. | (छत +00822 4% 
7. [0०४००३ (०0860 %+०0 डक 


3, €े 


8, | | व +022+ ०] धं 


2. 
+3.%+ 
हि >+4 


4, तणएउतताडजए 
छा 


4. | भ (3 +22+ 3) धरे 


] _... ६- 
8. | लक: 24 20202 
(058 ४ 
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2 ह मु 
59860 + 
]9., का धं 2. | 
00860 


2-38 +% 
०0525 
2.3 प्रतिस्थापन चवारा समाकलन ([९छ्शात्ञांणा 59 डपडप्राच्चांता ) 


पिछले अनुच्छेद में हम ऐसे फलनों के समाकलन की व्याख्या कर चुके हैं, जो कुछ फलनों के अवकलजों 
से सरलतापूर्वक प्राप्त थे। यह प्रेक्षण पर आधारित “विधि थी, इसमें ऐसे फलन ए की खोज की जाती है, 
जिसका अवकलज / है, जिससे # के समाकलन की प्राप्ति होती है। तथापि यह विधि प्रेक्षण पर 
आधारित थी और अनेक फलनों के स्थिति में बहुत उचित नहीं है। अतः हमको कोई और विधि को ढूंढना 
है जिसके प्रयोग से समाकलन प्रमाणिक रूपों में परिवर्तित हो जाते हैं। इनमें प्रमुख विधियाँ निम्नलिखित 
पर आधारित हैं : 


. . प्रतिस्थापन 

2. आंशिक भिनन्‍नों में वियोजन 

3. खंडश: समाकलन द्वारा 

इस अनुच्छेद में हम प्रतिस्थापन विधि द्वारा समाकलन पर विचार करते हैं। 

दिए समाकलन | (>)4» को अन्य रूप में परिवर्तित करने के लिए ४४ (9 प्रतिस्थापन करते हैं, 
जिससे स्वतंत्र चर », £ में परिवर्तित हो जाता है। विचार कीजिए, 


+ तक ह (3) 


_ धंड 
»# & (7) प्रतिस्थापन कीजिए ताकि हा 8 0) 
- हम कट ८ ४7 (छ वा लिखते हैं। 
(इसका वर्णन अध्याय 4 में दिया जाएगा।) 
इस प्रकार .. पुर हि (>) ८८ ८ | (४(0))20) 4४ 


चर परिवर्त का यह सूत्र प्रमुख साधनों में एक है, जो प्रतिस्थापन द्वारा समाकलन के नाम से जाना जाता 

है। “उपयोगी प्रतिस्थापन कया होगा” यह ज्ञात करना प्रमुख अनुमान होगा। सामान्यतः हम ऐसे फलन को नया 
' चर मानते हैं, जिसका अवकलज समाकल्य में सम्मिलित हो, जैसा कि निम्नलिखित उदाहरणों दूवारा स्पष्ट 
किया गया है। ह 
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उदाहरण 5 निम्नलिखित समाकलनों को ज्ञात कीौजिए। 


2 7 3 शेर (+08 202 
0 दिल ७ | तक) [ट्रक 


हल () (] + >) का अवकलन 2» है। अत: अब हम 
. ]+ ४ -# प्रतिस्थापन का प्रयोग कीजिए। 








तब 27 दर: "८ था 
25% दा 
>> सका 05 
इसलिए. पिक्ि*- [4 


न 08 8 + (! ८02 ((+४/) + (: 
38, 0, अवकलन अल 
2 080 376 400 तस्कर: है, अतः हम 

->» 


हर 


आग £ ८४ के प्रतिस्थापन का प्रयोग करते हैं। 


तब हैं काका चर्च व 





करें. ए पक्ष क 


] 
2 


] _। १2 
ने 7-7 +( न ग्रा[आ। !.:] न 
2 
४225 . 
थी) +02 ४-४ प्रतिस्थापन कीजिए। तब कद ८ 
ररौः ऐ 


है। 2 
अत; न ही हे का 
जो 


8 5 ३5 उक. 
जी ल्‍युर्पतिकी08) +९ 


अनिश्चित समाकलन 623 


अब हम त्रिकोणमितीय फलनों के कुछ समाकलनों पर विचार करते हैं , तथा उनके मानों को प्रतिस्थापन 
विधि से ज्ञात करते हैं। आगे हम इनका प्रयोग बिना किसी संदर्भ के करेंगे। 


() | | बं४ + 08 | 8802 | +(? 





हम पाते हैं कि 
[७०० - टिक 
0085 >% 
००७ & *- £ प्रतिस्थापन कीजिए। तब झा > ८:४०-४/ 
था ह 
अतः | [छिए७ धर “5 २-]02 |/[+( 7 -॥098 |[००052|+ ९ 
या (जा बं: 5]08|8००2|+ ९: 


0) | बा ४ 5१68 |#अंग्र:| + ९ 


हम पाते हैं कि 





| 00० -> ४८ 


शाग 5 


3 » *-/ प्रतिस्थापन कीजिए। तब 605 > ८४ - था 
धरा 
अतः [कलर ध ८5८ 5 
+]08 [/| +0 5 02 |आ॥7<|+ 0 
0) ॥ 8602 ८४ 5 0 8 | घट + सा | के 
हम पाते हैं कि 


860 %2($202%+ वि) | 
| 5680 > धेए ८ | (80) व) धंड 
860 ४ + ध्वा 5 


8००४ +87> > ४ प्रतिस्थापन कीजिए। तब .860 3 (87 # + 860० 3) 4४ र- थे! 
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अत; 


था 
| 8९0 % धड न्‍| दु १08 |४००% + 0 5|+ ९ 


(५) | 00560 ५ 4४ + 098 | 00560 ४ - 00% | +(० 
हम पाते हैं कि 


00860 >(0०0860 > + ०० %) हर 
2205 :0066 ०4४4 2:4:अक:20:वक क८ 


| 00960 2% पर के | 
00860 ४+ 00 <% 


०086९ % + ००: & 5 ४ रखिए 


म्न्जे (-- 00860 > ०0 & - ०08९0: ६४ ₹+ 4, 
मन - 00860 % (00 > + ०0860 20) 4६ -- ध/ 
द्वा 
इसलिए | 00560 2 धंड + -| नर २-02 |/|+ ९: 


२६--08 | ०0860%+ 00% |+ (८ 








] ल्‍ 
08 | 50850%५ ०7> ध्यीें 
। 0०880 & +- 20+<% +(' 
है 09 इबकउु था 52१0 #डग्रतआक उदाडच्ं 
| ह 008९०? % - 607 








| 072 [०0820% + ०000%|+ ९! 


उदाहरण 6 निम्नलिखित समाकलनों को ज्ञात कीजिए। 
| अंग. ४008 > व; 8 | आओ क्र । | उक्षा३ 
हल हम पाते हैं कि । 


ै 3 2 
6) | 5 ०0४% धं४ ८ | झआं। 7 ०0525 (जग >) व 


इसलिए 


(9) 
तब 


इसलिए 


इसलिए 


जहाँ. 
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-+ | [[-008+4 » ] ०05 (87 22) ८४ । 
:. [[- ००४२) ००४+(आग- 


7 ००४ » प्रतिस्थापित कीजिए ताकि ४/₹- आग > वं४ 


| 


डांच्र 7 20४ % (झंव>) वध ८ - || [ ब- हर धरा 


2३६० [४ हु #) 6 5 - [5 के ० 


[ 3. .4 $5 
नम + “7005. &++-008 +(९ 
3 5 


&४+ ८ न्‍ैौ+7 रखिए। 
वर न था 


| 


॥ 


(्‌ः 


ह अपर के | आं0 (४००) -५) 
॒ 870(%+ 4) श7 


| (आं08 ०05६ - ०05४ &॥ ८ ) ं 
रा 7 


च््ठ0डध | थे! + शा | ०00/ ६४ 
नल (००४८) #- (झआ4) [08|&7॥/|+ ०] 
- (008 ८) (४+ ) - (आंत ८) [08 |#॥0(०+ 42)|+ 2, ] 


नूज 005 ध+ द 0084 - (आा 4) ॥08 [भए(ऊ +ः 4) >+([ ध्ंधव 


शंध> ; - 
झा (हक 2) चनड 0058 4- शा) ८ 098 [मत (४ + 4)| + (९, 


२+-- (.]8742+ ८ ००5 ०, दूसरा स्वेच्छ अचर है। 


(प) | | बट गो 0९08 > दर 
० ]+धाज 005 %+ 8 
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( ९08 %2+ 5 + 0055 - शा >) वंट्र 
०008%+ शा 5 


| 0082 - शा 5 
|] 2 4 005%+ हा 
डे पल | 005% - शा 2 हे 
>> दठ्रातड़ 9॥ 60%+आाऊ द 
008 > - 5 
+ ठठड2+गाड कीजिए 
हू हे वि >+ शा ४४ पर विचार । 
०05 5 + थां। ४ 7 रखिए। 
2 (008 ४ - शा। 2) दं४ + ६ं। 
धा 
इसलिए. [5० |१+० 
/ 
म 08 |७००४5४+आ४|+ ९५ 
() में रखने पर हम पाते हैं, कि 


_* 0 [| | हि हे 
आओ आओ 0०8 [९०052 आ४|+ 








र्नः ब ० | 082 + 2॥ ४|+ कट न 2 
का 352 /40400 7 ४ पु 
_% १ ४ ०. 0- ५... (2 
क्र + 2 ॥08 |००४४+ आ7%| + श ॥ न््ज्क + ठ | 
सी प्रश्चावली 42.2 
निम्नलिखित फलनों का समाकलन कीजिए। 
हर . 
25 डांत (४? + ) जे (०8%) _ हा 32% 07% 
7 ॥ 7 #+>]0285 


». शा 2 शा] (०058 5) £, था (धष+ 8) ०08 (६४ + 8) ( 
4 


बज 8 


व, >४ऊ+2 8. 
] 
[0५ !॥. 
ह- 5 
रॉ 
कि तु !4, 
(2 + 33) ) 
[0, &/श3 ॥7. 
7 । 
॥9, उउज्ञाएण १0), 
८४] 
22, 86०* (7-4) 23, 
है 
2.५ लंारल: पर पाल काआ १7 र 2३, 
0०5“. (-80 5) * 
008% 
९, 2 ता # र 205 
हे #+ ४ 
530 ९ है? ५ 
38. जे कम लक 32. 
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इस अनुच्छेद में हम निम्नलिखित प्रमुख समाकलन सूत्रों की व्याख्या करते हैं, और उनका अनेक फलनों के 
समाकलन में प्रयोग करते हैं। 
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से उपयोगी है, और इनका सीधा प्रयोग अन्य समाकलनों का मान ज्ञात करने में किया जा सकता है। 
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हक कं] 
--22-5 


]4, 


, 


26. 


29. 





957 +6%+5 


हि उकादा एल छत 


] 


४5५2 -2+ 22% 


2%+2. 
हि 


हद 4 











#१4 | 2 ++06+ 35 
5&+3 
४० +4%+0 


॥2. 


23. 


24. 


22466 


हा । 





आज 


457 -4%+3 


] 


25% +8%+20 


॥ 





४8+3%-> 8+35४-+> ह 


] 





४20+8+5- 2 0+8%+-+>»% हु 


औ+ठे 
भ5-बध-क 

४+ 2. 
भें +2:+3 2 +2%+3 





१2,5 आंशिक पिनन्‍नों द्वारा समाकलन (राहएल्‍क्षांणा 09 शिक्लातीयों ्चनट/0085) 


स्मरण कीजिए कि एक परिमेय फलन द्झ 


((४) का अनुपात है। यदि 7(४) का घातांक 0(४) के घातांक से कम है, तो परिमेय फलन उचित परिमेय 
'फलन कहलाता है; अन्यथा विषम परिमेय फलन है। विषम परिमेय फलनों को लंबी भाग विधि से उचित 


परिमेय फलन के रूप में परिणित किया जा सकता है। इस प्रकार यदि नह विषम परिमेय फलन है, तब 


7?(2) 
(2(०) 


प(&) + 


( 
(२(७) 


जहाँ १(-0), » में एक बहुपद और 


दो बहुपदों 7(४) और (0(४) का अनुपात है। यदि 7(४) और । 


) 
0. उचित परिमेय फलन है। 
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' जैसा कि हम जानते हैं, कि एक बहुपद का समाकलन कैसे करते हैं, अत: किसी एक परिमेय 'फलन 
का समाकलन किसी उचित परिमेय फलन के समाकलन की समस्या के रूप में परिणित हो जाता है। यहाँ 


पर हम जिन॑ परिमेय फलनों के समाकलन पर विचार करेंगे, उनके हर रैखिक और द्विघात गुणनखंडों में 
विघटित होने वाले होंगे। 


मान लीजिए कि हम न 4४ का मान ज्ञात करना चाहते हैं, जहाँ रा एक उचित परिमेय फलन 


है। आंशिक भिन्‍्नों में वियोजन प्रविधि दूवारा हम सदैव उचित परिमेय फलनों को दो या दो से अधिक सरल 
परिमेय फलनों के योगफलं के रूप में परिणित कर सकते हैं। इसके पश्चात्‌ ज्ञात विधियों की सहायता से 
समाकलन सरलतापूर्वक किया जा सकता है। * 


निम्नलिखित सारणी 2.5 हमें निर्देशित करती है,.कि किस प्रकार के परिमेय फलन किन-किन प्रकार 
के सरल आंशिक भिन्‍नों में वियोजित किए जा 'संकते हैं। 


सारणी 2.2 
निम्नलिखित में .७,3,(० और 70 वास्तविक संख्याएँ हैं, जिनका समुचित ढंग से निर्धारण करना है। . 


क्रमांक... परियेय फलन का रूप... आंशिक भिन्‍नों का रूप 


727+ थ्‌ 
( >+- हा ) ( हम । ) 
/2१४+ 4 
3 अर 
एड +कृप+# 


त्ानेज्जणेजले.. क्‍ फमे फणे छ- 


+धरक्8 


फ्री + तह + + ५ 2 छ 5८ हे 
है हर ह था नली ्लनचनननस्कलक ५ 4६ 
(४-०) (४-४) । (>>व) (#-०. (४-४) 
एड + ध.८+ 7 23, 4 पे. 3) 


क््नोछ्मे .. | एलेफक्-नक एके  ए-० 


| 0-५ + ध७ 7 “नह | ै ... छ५४+ ९: 


; (४-4) +##+८) 2० है गण 2 ः ०० द 7 +2४+ ७४४60 





को और आगे गुणनखंड नहीं किया जा सकता है। 


642 गणित 


__ व 
उदाहरण 7 हज कस का मान ज्ञात कौजिए। 


हल समाकल्य उचित परिमेश फलन है। अत: इसके आंशिक भिन्‍नों के रूप [सारणी 2,5 () देखें] का 

ध्यान रखते हुए हम 

। शै.'. ऊ$ि 
क्र्का 


द हिल %+2) . 3) 


लिखते हैं जहाँ स्थिरांकों ५, 8 का निर्धारण समुचित ढंग से करना है। ७ और 8 वास्तविक संख्याओं का 
निर्धारण अनेक विधियों से किया जा सकता है। यहाँ हम दो विधियों की व्याख्या करते हैं।. 





हम मच 8 
आल ओह 
> न (४+2)+ 3 (४+ |) (2) 
» के गुणांकों और अंचरों की तुलना करने पर हम पाते हैं कि 
&+ 8-  और28+8-0 . 
इन समीकरंणों को हल करने पर हम & --] और 8 < 2 पाते हैं। 


विधि 2 हम # और 8 के मानों को » के समुचित मानों से () को संतुष्ट करा कर ज्ञात कर सकते हैं। 
यहाँ हम #>0 और £-॥ चुनते हैं। * 


जब ४-0 तो (2) से 0524 + 8 मिलता है। 
जब ४5 तो (2) से <3& + 29 मिलता है। 
इन समीकरणों को हल करके हम & >-.] .और 8-2 पाते हैं। 
इस प्रकार सामान्यतः ह 
ह अर नये 
&+)(७+2) »४+।  ++2 





* ख्वः पैर धर 
4078 क लीज त ॥ 47:20? 24 ु 
इसलिए दा (४+2) जप भ कर 


२7-02 ४+] +268 [|४:+2|[+(? 
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(४+2)* 
|४+ || 
टिप्पणी ध्यान देने योग्य है कि हमें ४ >-] या ४-2 लेना वर्जित है, क्योंकि () को पूर्णतः हमने 


(४+ ) (४+ 2) से गुणा किया है। रुचिपूर्ण यह है कि £--] और ४-2 (2) में प्रतिस्थापित करने पर 
& और 8 के शुद्ध मान प्राप्त हो जाते हैं यद्यपि ऐसां करने का गणितीय दृष्टि से औचित्य नहीं बनता है। 


(्‌ 





02 


%7+] 


उदाहरण १2 |] न हे 4५४ का मान ज्ञात कौजिए। 
जे न 


श 2 ५ 
क ऊ के नन्‌हों हल ह 
हल यह सकित्य/ का उचित परिमेय फलन नहीं है। इस प्रकार हम .४+ | को :?-5+ 6 से 
न प 


न 0. + 
भाग देते हें 


तक] 5%-5 52-5 


“त््प"पणमजत।प।ख।, कई [+“पद्रापपपणः -- [+जपपप+5 
और अं -55+6 ४ -5%+6 (७-2) (४-3) | 


के रूप में व्यक्त करते हैं। 


5%४-5 हर छ 
मान लीजिए द-ओछ-ओ 5 न हा 
कम 30 3:90 ४) पी (2) 
जब 3ज तो 72) सैफडे लाई 52 3 


और जब ४-< | तो (2) से 0--20 - 8 
इन समीकरणों को हल करने पर हम पाते हैंकि 
&--5, 8-0 
अक+] 5 0 


इस प्रकार «६. 'सलनगटटिटए एप सडक व त न 
कु . ४ -5%+6 अेड इनडठे 


इसलिए... | हि 5नपु +0| 
& -5४+6 








644. गणित 
ू. 0-5 02 [+-2| + 0क्‍02 |+- /+ ९ 
उदाहरण ॥3 पद तर का मान ज्ञात कीजिए। 
(&/+)(४-4)  . 


हल समाकल्य डचित प्रमेय फलन- है। परिमेय फलन को आंशिक भिन्‍नों में वियोजित कीजिए। 
[सारणी 2.2 (6) देखें। ] 





। हम पाते हैं कि 
हि 3. फऐ४++ ९! 
(४-]) [+ +]] न की 
अतः. ४:०४ (४ + ))+ (8४+ 0) ५ ॥) 
»« 0 लेने से | । 
, 05/2-0 प्राप्त है। 
दोनों पक्षों से #! के गुणांक की तुलना समान करने पर हम पाते हैं कि 
ह 0-86ैक3 
उसी प्रकार दोनों पक्षों से » की तुलना करने पर हम पाते हैं कि 
]<0-98 ह 


उपर्युक्त समीकरणों को हल करने पर हम पाते हैं 








॥। नव ] 
७-५४ ४777 और 0५-- 
पल न्‍ और न्‍ 

जा  । 

' हि लो! आजाएफओ 

इस प्रकार ऊाजणउजजफापर +-----४ 

हे (|) (४ का) 2(एता) #+] 

] हि ] 
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ह |] ' 7१24 है -5| 5१2] चं 
इसलिए (> +)(5४-7)) 2४ +>-] । >+] 


हि दर ]08 [४- फ्न्यू 058 (अं + | +- पर धा | ++ (2 
_ इबाहर्ण चय किक पा का मान ज्ञात कीजिए। 
:# समाकल्य के हर का गुणनफल करने पर हम पाते हैं कि 
न+ओ शक हू अंक >> ४-5 
(&+ ) (४४ - #& + ) - ४#(४+ ) 
-'ब्|/ (&+ ) (४- )?7 
3%+5 3ल्‍0+5 


इसलिए के 3 कं (#+]( ७०] 


यह परिमेय फलन उचित है, अत: सारणी 2.2(4) दूवारा हम पाते हैं कि 


उनके . ै छ प्‌ 


(८+)(%&-])2 ला 8. (४-)2 





हर को विलुप्त करने पर हम पाते हैं कि 


3&+ 5 # ै (४- ) + 8 (४+ ) (७- ) + ९ (४+) 
दोनों पक्षों से ४2, « के गुणांकों और स्थिरांकों की तुलना करने पर हम पाते हैं. कि 
ह &+3:०0, -20+ (४:53 और &-8+(0-5 
हम समीकरणों को हल करने पर पाते हैं कि 


इस प्रकार 


35+5 लक : 4 


जग ऋमो कफ एफ 
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इसलिए 


35+5 | के 
हज) &ऋ-) ठ की 2 (७४-) 
]02|४+ ॥|---02|»- || & +0 
चयन जज न न) है भी भी अंक आ २ 
2 की 2 के * | ३7 


4. 


खनजई 


0 22820] ] +('' 











झ-ा 


7. 


उदाहरण 45 | वि ज्ञात कीजिए। 
 # (४-) (४+) के थे 


हल सारणी 2.2(5) द्वारा हम लिखते हैं, कि समाकल्य 


गन छ ८ 
नै 4८ मद जी 


(++)* (> | ः ऋ+] 








पर / हें 


छर्ॉहिण) हे 
पके अल [0(2-॥) +8(४-)+0] (ह+)+70(-7 (3) 


४, »), » के गुणांकों और स्थिरांकों की तुलना करने पर हम पाते हैं कि 
| 3+]70+<0 
. -20+8-30<] 
“री + (+३370-< 0 
| 2 - 3+(-[05>0 
इन समीकरणों को हल करने पर हम पाते हैं कि 


] 2 ि 
“कल तो शक ० नल और स्‍2+-<% ण्दु 
इसलिए... 
' ॥ पु] न्‍ई का 370 के [6 % |[[% 
(>> (कक) 8] 4 (७-02 2/७-७ ह | रफो 


्त 
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| 3 रा 
< द्व 08 |४- ॥| नजिफिजणाउपू ++-7-++5-+ रू0०2|++ ९! 
& 4(४-) 4 ( ) | | 
* उदाहरण १6 | 5 आल" जात कोजिएों 
। (- 8॥ 2) (2+ शा। 2) 


हल मान लीजिए कि, 


| 2008 5 ध5 
4, | आत | (23 0 को 


8॥॥ 2 55 7 रखिए, तब ८08 > 4-८ - था! 


वा दि | (आन 
इसलिए द | (-2)7 (2+8 | 6-9 6+2 


अब समाकल्य सारणी 2.2(5) के प्रकार का है, 'अत: हम लिखते हैं कि 
। ] है छ ८ 9 
७०29 ४ज 6-आ हा 5 | 
जे ]« 0 (0-)2 6+2)+5 60-) (/+2)+0 ७+ 2) +0 ४- ॥)? () 
2, 7, £ के गुणांकों औरं स्थिरांकों की तुलना करने पर हम पाते हैं कि ह 
3 + 25-50 ! हे ्् 
8-30 ->0 
- “32 + 3 + (०+ 325 0 
20 - 28 + 20 -) 5। 
इन समीकरणों को हल करने पर हमे पाते हैं कि 


] ] 6२ | 
३्त्छित्णठु०ल्‍वबु और एल्ज्क्र 
प् | ] ४०“ आग व... - ६., 
इस प्रकाश * (वो क) शत) 9(-॥7 36-77 '27(/+2) 


इसलिए 





. आग 0 6क 0) ५. - (7-0 (४-7) ज्षट 
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मा ०8 |/+2| +८ 
#& - “072 / ८“ [४४ :ूैठ 577 
20 9(7-]) 67-7) 27 
ह | 008 वँं४ ह 
श्र (- झा) (2+ शा») 
पहन तय |औंा ४- || कर हल क॑ मन [08 |आ। > + 2| +(! 
27 । 9 (डआ052-) 6 (आं॥४-]) श्र 
ः («४ +]) (४ +2) 
हज | +3) (४) +4) 


यहाँ समाकल्य .में » की सम घातांक है। इस प्रकार की स्थिति में &? - / रखकर आंशिक भिननों में 
वियोजन सरल हो जाता है, अतः हम लिखते हैं कि 


। 


(४ +4) [४ +2) _ (४+]) (/+2) 
(४ +3] (४ +4) . (/+3)/+4) 


४77 +३+2 ५ 2(2/+ 5) 


ह + +77+2.. (४+3) 0+4) 
अबहम .  . के 
2#+5 थ छ 
सम. मव्लमक मत 8 ०० मी 
(#/+3) (/+4) #/+3 #+4 झा 
ब् हे 27+55 ४(४/+4)+४8(४/+3) पर विज्नार करते हैं। * () 


दोनों पक्षों से / के गुणांक और स्थिरांकों की तुलना करने पर हम पाते हैं कि 
ह &+ 352 और 48 + 33 55 
इन समीकरणों को हल करने पर हम पाते हैं कि 
औनत-],. /..... छ८3 
2ाक5ठ . 3 


इस प्रकार हाआा आए जा आकार ५ असल थ फल आाएछ 
् (/+3) (/+4): . +3 #/+4 


ज +3] [अं +2) 2 6 
०७ (का न 3) ध् न 4] हि हक कक 
(42 6 
बट 7 +3 कि झन+व4 
इसलिए , 


(<7 +) (57 +2) कट; 
(>7 +3) (४ +4) 


| ५४ | ४ +( 3 ) 
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4५ 


४2 +2< 


2. ्ञ रॉ बज 
पे स्‍केज्जॉधशिी। परत उठॉशा। +5+( 
रत 3. ४5 


पछज्नालंली 42.5 
निम्नलिखित परिमेय फलनों का समाकलन कीजिए ; 





] 
|, नमन प्र १ 3. 
(४+) (४+ 2) ४-9 
हक मम 3 कब हें , 
(४-)(४-2)(:४- 3) अ  +35+2. 

9 “ ध हे ध्क् हे है 
हि थे न-झऋ+ न पल रे रू 
>(+2) (४-१) (४#+2) 

0, _ वआऑा3 ६.५ नल ॥2. 
(अं -4) (2%+3) (>४+) ( -4) 

3. उप -:ऊ [व्‌ दर कल [5. 
(४-2) (४-!) .... (-») [[+>) 

७ ४7 ॥7. __7 





री नव 


32] 


(-) (४-2) (४-3) 


]-<५ £ 


»४(]-- 22) 


35-०2 


(४+])- (४+3) 


कं +४+] 
हू -] 


0 हा +%+ईऋ 
(४-)7 
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॥8. [संकेत :४७/ से अंश और हर में गुणा करके ४ रखिए।] 
अंक के 
ह हे 25% 
5 री 5 8 का गे  यनय मरा न 2 2 न 
(- आ0 5) (2- शा 2) [अं +- ।) ड् + 4) | | कि +ः !) (के + 3) 
22. फञ/.... : . . 23 दि 4४ [संकेत : ४ «। रखिए।] 
र्म्‌् न- ॥ ४ (८ -]) 


32,6. खंडश: सम्राकलम (तञाहिष्ञा्याणा 99 शाप॑ड) 
यह समाकलन के अत्यंत उपयोगी विधियों में से एक है, जिसका प्रयोग विभिन्‍न प्रकार की परिस्थितियों में 


होता है। विशिष्टत: ऐसे समाकलन जिसके समाकल्य में कोई एक बीज गणितीय, घातांकीय, लघु गणकीय 
त्रिकोणमितीय फलन हो, कौ स्थिति में यह प्रविधि अत्यंत उपयोगी है। 


यदि एकल स्वतंत्र चर » (मान लीजिए।) में # और » दो अवकलनीय फलन हो तो अवकलन के 
गुणनफल नियम के अनुसार हम पाते हैं कि 


23 52054 ३ कफ 
के /१7४ कु १ कू 


दोनों पक्षों का समाकलन करने पर हम पाते हैं कि 
कर चने हक कि 
५ कक ड ४- शक | हा () 
धंए ह | ह | 
मान लीजिए ४ 5 (:)) और गत 8०) 
तब 5० 4०) और » 5 [8(>) # 
बा 4 (2) और 9 ८ [४०१ 
"पद संहति () को पुनः.लिख सकते हैं कि 


0०) 8४00 क मे 00 [800७ धर | ([४०७ 4%) / (9 | ८४ 


अनिश्चित समाकलन. 65[ 
या. [00800०- ७० [800० [[70) [800० 
यदि हम/ को पहला फलन और & को दूसरा फलन ले तो इस सूत्र को निम्नलिखित रूप में लिख सकते 


रै 


“दो 'फलनों के गुणनफल का समाकलन > प्रथम फलन » द्वितीय फलन का समाकलन - [प्रथम फलन का 
अवकल गुणांक » दूबितीय फलन का समाकलन] " का समाकलन। 


उदाहरण 8 | अथया » 4४ ज्ञात कीजिए। 


॒ हल मान लीजिए कि /(४) >> (प्रथम फलन) और & (0 - »॥ < (द्वितीय फलन) 
हम पाते हैं, कि 


| अधाखदेए रू ॥ शा।> धर४- | [ (>») | कप ज ०४] प्र 


नू-<3 008 ४ - [(-००४०) # ++->% 008 #+ [पिण्ब्ड्कट 
ना-+खओ 0०08 ४ + झग 2 + 


मान लीजिए कि हम /7(४) ८ भांत 5 और 8 (5) 5" लें, तब 


सिशगककं:ल आज [२०४ [| (#0>) [| 


32 |  अटी ग 
ब| जात ०. --+ "7 | 008 2. 5-5४ 
2 2 


उपर्युक्त से स्पष्ट है यदि $॥ » को प्रथम लेते हैं, तो समाकलन | %आ। 5 ८४ में & के घातांक को बढ़ 


जाने पर यह समाकलन और अधिक कठिन हो जाता है। अतः प्रथम फलन और द्वितीय फलन का समुचित 
चयन महत्त्वपूर्ण है। 


टिप्पणी 
. यह भी वर्णनीय है, कि खंडश: समाकलन विधि दो फलनों के गुणनफल के सभी स्थितियों में प्रयुक्त 
नहीं है। उदाहरणत: | ४> भं१>4५ की स्थिति में यह विधि काम नहीं करती है। इसका कारण यह है, 
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कि ऐसा कोई फलन अस्तित्व में ही नहीं है, जिनका अवकलज //& आग > हो। 
ध्यान से देखिए कि द्वितीय फलन के समाकलन को ज्ञात करते समय हम उसमें समाकलन अचर 


हैं, 
| अशा। ह ८: रू :(--०08% + है) - [८ 608%+ ६ 2 


न्‍ ने ४(-०082+ /£) + [िकडक- # 


ना (- 005 2+ /0) + आग! जज +- फनी (7 
सू->झ 008 ््कशाऊ+ ९: 


खंडश; समाकलन प्रविधि के प्रयोग में 
इससे स्पष्ट हे कि द्वितीय फलन के समाकलन में अचर का जोड़ना व्यर्थ है। 


उदाहरण १9 [अग्षट >4ं४ ज्ञात कीजिए। 


हल गान लीजिए कि /()-०8> (प्रथम फलन) और 8 (४) 5» (द्वितीय फलन) है, तो खंडश; 
समाकलन द्वारा हम पाते हैं कि 


[स०४२०४ 08 #रि धर: - | ह्त (०४०) २4 ४४ 


2 2 
0085.--- - | “४ त ०४% ८ 8, 
2 4 


कहीं-कहीं समाकल्य अत्यंत सरल तथा दो फलनों का गुणनफल भी नहीं होता, वहाँ खंडशः समाकलन विधि 
उपयोगी है, जैसा निम्नलिखित है। 


उदाहरण 20 [०8२4६ ज्ञात कीजिए। 
हल हम ऐसे फलन का अनुमान लगाने में असमर्थ हैं, जिसका 08 » अवकलज है। इस स्थिति में 


हम ॥08 » को पहला फलन और | को दूसरे फलन के रूप में लेते हैं, इस प्रकार दूसरे फलन का 
समाकलन > है। 


[०४२ कः > (०8२ [४४ | [् 0०४ [7% | क्र 


हा 


- नहीं जोड़ते हैं। यदि हम दूवितीय फलन आ॥ > के समाकलन को-००४४+# के रूप में लें, तो पाते | 


] 
न 02+<5.,53- तल सर 0्ए्ड5-२४+( 
; ख 
उर्दाहिरण 2॥ हि था & 4४ ज्ञात कीजिए। 


हल ,(क्षा & 5 पहला फलन और « दूसरा फलन लीजिए। 


£/ 
जे 
दूसरे फलन का समाकलन 5 5 


इसलिए खंडश: समाकलन द्वारा, 


लिया #क्प्डआ | | किक जि] * स्व 5 


न अं 
त- क्षा अत्-ठ ० 
| +]- 
2 सा कि 


2 
5 _] ] ] क््ः 
बच नमन, -> | 6६४+- 
8 | 5797 


आह 
सथ ताणजययधिा) 3ँ]-्ंऊंझाशिा। ४+( 
2 20 + 70) 


॥ 
] 5 किक 
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उपयुवद उदाहरण में यदि पहले फलन और दूसरे फलन की भूमिकाएँ परिवर्तित कर दी जाएँ तो हम और 
कठिन स्थिति में पहुँचते हैं। तथापि कुछ -परिस्थितियों में पहले और दूसरे फलन के चयन की व्यवस्था अर्थहीन 


होती हे, जैसा कि निम्मांकित उदाहरण से स्पष्ट हो जाएगा। 


इवाहश्णा 22 [६ ००४४ 45 ज्ञात कीजिए। 


हल ८* - पहला फलन और ८०४ ४ 5 दूसरा फलन लेकर खंडश:ः समाकलन द्वारा, 


' हम पाते हैं कि 
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[« श ण्ण्ड्ख्र्वंप्त्ा आकर [० आा+वँ: + ८ :-ें |  () 
जहाँ [ [रक्त अव+ 
» और आंध्र & को क्रमशः प्रथम फलन और द्वितीय फलन लेते हुए हम पाते हैं कि 
[८० (-००४४)- [* (-०083)4ं४ < ->ं 0085%+ 
[, के मान को (!) में प्रतिस्थापित करने पर 


]+- ८ शा। 2 + ९ 2085-77 


या  श[्‌-८* (झा ४ +००8-४) 
हम | कं . 
और < ४ 008 डवंए ८ नह € (आं। +- ००४-४) के! 


लिंकल्पत: , यदि हम क्रमशः ००४७ को पहला फलन और ८7 को दूसरा फलन लेकर खंडश: समाकलन 
करें तो पाते हैं, कि 


[< ०एघ्ड्टो -[८ आं:) ८ कर 
न 0084८ + [कि डा बड़ - ०082८ का (2) 
जहाँ [रू झिएड व 


क्रमश; आ।> को पहला फलन और ७ को दूसरा फलन लेकर खंडशः समाकलन करने पर हम पाते 
हैं, कि 


[, & भी। + रो [००४३० 2 पक 
[| का भान (2) में प्रतिस्थापित करने पर हम पाते हैं कि 


[- ०085८ +झञाउ८  +] 
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पक्षांतरण द्वारा हम पाते हैं कि 
2[ « ८ (.॥ 5+ ०05.) 
ह ध 2] । 
अत; प्‌ृझ-- | 008:2०0ल्‍-.८ (झा + ०055) + (7 
'क्रिप्पणी उपर्युक्त की तरह क्रिया करके हम बा 30954: और | ८०९१८०४ ४:24 के व्यापक समाकलनों 
के लिए सूत्रों का निगमन कर सकते हैं। 
उदाहरण 23 | ८४ आ7/%4४ ज्ञात कीजिए। 


हल मान लीजिए कि [ « | ८० आा४54७, तब ८ और जा 95 को क्रमशः पहला और दूसरा फलन लेकर 
 खंडशः समाकलन करने पर हम पाते हैं कि. 


+ ८*ं झि।#'बंए- [सी आ। 0:८4 4६ 


९ सा )- [बी न )# 
/। ॥/| 

-८* 20595 

| 


धर 
न हा | €+ 030: 


-८ग 60595 6 42 | | 
सेजजज+++ जी, 5 ४ ९0505 व ] 
े हि जा, | ) 


८** को पहला और ००४ ४५८ को दूसरा फलन लेकर खंडश:-समाकलन करने पर हम पाते हैं कि ' 
न्‍्दटं [कि 05 वै४- | (थी [िण्क 4०% 
डर कट 


धर ड & 
€_(जं।052 _ बी [ शाए ) ७७ 
9 ॥/॥ 


[ 


८भ्झ्तफ्ट 4 


| €+* ज्ञा 95 4४ 
8... ७ 
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८्श्ज्ापएंड 6 


9. ४ 
- या।। के मान को (॥) में प्रतिस्थापित करने पर हम पाते हैं कि 


न्टीं 50505 | ८४*झंएड 6 रे 
॥/। | 





/। 
2 धर 
धर € 
या ॥+जर विलद्रा [#आ9%:-४2 ००४४४) 
2 /। ; 
न्‍ हा रे 
या -- कक [धआ85%-2००४४७:४)+ (.< दि आा605 वेद 
था +9 ) 
इसी प्रकार सिद्ध किया जा सकता है कि 
| र 
[हे 0०594: >द्रागद्वा (#००४2४+ ४ भा। ७४) + 0 
धा+8 - 


(2.6.8 [० [/(७)+/ (०)] ४४ के प्रकार का समाकलन 
मान लीजिए ॥< [०[/(७+/०0]& . 

बट [० (+)4८४+ [०४०० कट 

हा, + वि) 5 [70% 6) 


जहाँ ॥. | ८“ /(»)# इसे /(2 और ४ को क्रमशः पहला और दूसरा फलन लेकर खंडश: समाकलन 
करने पर हम पाते हैं कि 


| ता शो -- [७० कक 0 
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[, के मान को (]) में प्रतिस्थापन करने पर ु 
[-2८॥/ (<) न 8४2] ८+ [८/*०) ध:+ (0! 


८ 7(>)+(' 
उबाएश्ण 24 निम्नलिखित समाकलनों का मान ज्ञात कीजिए 

















ह १778 पा लत की 8 5 00 8॥ 
॥ पे दंड | ६४४) | न 
' क्‍ हट (::+-])८*ं 
: ४) चर वंट८ ०» | 7757५ 
44325 जलकर गे (+>97. 
; का नल 7 
न [८ 7 
]+»>& . (+>») 
(४0 5--- पर विचार कीजिए। 
) न 
४ (जे आला 


इस प्रकार दिया समाकलन ८*[#()+ /(»)] के प्रकार का है। ः 


ड्टों हि हि 
€ 


जेट € 
इसलिए. [८ ते पा 








]+शाऊ ) , 
4+ 0085 


कक कि ] शव शा क्ः 
है ]+ 0085. [+005$ 


(9) मान लीजिए कि [ ड | 
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हे 


जो जे 
208--“008"-- 
2 2 


ह ] 
37 2 नियत पा 2 5 
22 3: 3 
2008 +- 20087 +- 
2 5, 


तक 


| 
घ्दः लि|रिब्बन 5 दिए > चंद्र 
2 £। 2 
| रे 
(2) धबा। ट् पर विचार कीजिए। 
/ [ 2 गे 
तब 7 (>< व्रत ओर इस प्रकार 
हि री 
 # 2८ धा]--+ (_ 


प्रश्चावली 42,6 
निम्नलिखित 'फलनों का समाकलन कीजिए। 





ई,. भा ३४ डे, अडों 3... <* आंत २ _ -क 
8, . #_>) .08<%5 6... हऐ॥7 # 7, अभा_ > 8, 
' नये मा की 2 3 | 
9, 20058 # 0, [अंत ») [. झट 32. 
अर्शय | .. 0098 * हि 
83. हे ला यु 5. कक; , 9, उ5टर्टा 5 86. 
४]- ०7 ४]-+> 7 हि 
7. ४[7%8 मु क के . ॥8, (कँ + ) 308< | 9,. [जा #+ ०05 2) 
हा [ हल कक। 
20. लॉ 4 04 ठ | ॥ : 6 डी, ८ जनता । औके 
5 ' ]+ 5 डे ॥ 


ब 


2. हि * म ५ 
है . कं न्‍े * हे | 
हेजै,. ८११ शत 2७ दल >>. ह3ग्8, ध् हि गा 
| &+]) > 





हर [0९ 25 


2 _4. या 
मे छा 


70९ ([ 5 2 + ॥) 


(5४- 3)८ 


(&-])7 
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32.7 कुछ विशिष्ट प्रकार के समाकलन - (8076 $ए९टांब्रा "5छ९४ ० ्राशशतर5) 


इस अनुच्छेद में हम कुछ विशिष्ट प्रकार के प्रमाणिक समाकलनों की व्याख्या करेंगे। इनके करने की विधि 
खंडश: समाकलन तथा अन्य विधियों पर आधारित होंगी। 


2.7.। 0) किले बी -र्था 4४. 0) फिट कब +4 4६ (7) [नी जओ 4५ के प्रकार के समाकलन 
0). मान लीजिए कि।> [४-४२ #& 


] को द्वितीय फलन लेते हुए खंडशः समाकलन करने पर हम पाते हैं कि 


अर -०) -| 


2 व 
-लटिय - कर 
जज 
ही /5 हार के अत 2॥ 2 
ट न है अल 
प्प जो न्न्प कर 5 चंद >> +क्कलकल+ 
| हे जा कला 
ध्ड कम --८? | पाक 
- ( _ 2 
हा ५ पलक पं 
2 2.2 
या .ः 2[ ८ जर्धड नध  >क पज्फ 
पछिफ़ #*/ १ 2 बाद पड 
या ह [#- 43०० नो क #+ ४७-०८ |+९: 








इसी प्रकार अन्य दो समाकलनों में | को दूसरे फलन के रूप में लेते हुए खंडशः समाकलन करने पर 
हम पाते हैं कि 
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बह पल हि जि 2 उलट 
(॥) हि +4 ८५ नया + था शी 30£2 ह+ धर +८ | +0 








न $ हु १ 
बम आस हि दा | | 5 
॥॥) हि आल कील यअ्व नर काट आए -++ 
हा 





क्या ह 9 (), () और (0) समाकलनों को त्रिकोणमितीय प्रतिस्थापन क्रमशः (6) ४ 65०८१ , () ४ ॥ 9 
और (॥) +< 69॥09 दवारा भी ज्ञात कर सकते हैं। - 


पा!) [6७ +॥६+ ६) +##+2८) ब5, । [की कर डक 6 +2.+८ ०८४ के प्रकार के समाकलन 


- * हम लिखते हैं, 
हे हि ९ ८9 
का क_४+८च्ध[ कं कजेशक- 4 डिक | //एठ 
ध्द्र खेद धर चद् 


2 


| ४. ८ 
मान लीजिए >४+-+5४ और ------- + £” रखने पर 
£११/। ध्ब्द 


समाकलन 6) ऐसे समाकलन के रूप में परिणित हो जाता है, जिसका मान 2.7.व में बताए गए विधियों द्वारा 
ज्ञात किया जा सकता है। ः 


॥॥) हम ऐसे स्थिरांक & और ए को ज्ञात करते हैं ताकि 
हे _ हर मं हु ॥ 
275:+ 4 5८ ४ ना +£४+८) कि 


+ है (26:+9)+8 
दोनों पक्षों में » के गुणांकों और स्थिरांकों की तुलना करने पर -हम पाते हैं कि 
2० 0 579 और ४४ + 3 - 4. ह 
उपर्युक्त समीकरणों को हल करने पर & और 8 के मान ज्ञात किए-जा सकते हैं। 
इस प्रकार समाकलन क़ा परिवर्तित रूप 
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थ [2८७८+४) नर आल कि आर +0#+८ ६ 


 हश्र+छा2 





[८ [एक७ # 06४५ क+क 6 +#95+-८2 दर 
4०2 + 2: + 2०5४ रखिए, तब (245 + 0) क - दी 
इसलिए 


॥|। 2 रे डर (ः 
न व (६० +9+ ८ ) ऊन 


। 
ड्सी प्रकार 

व, रू 2 मय कक +96+ ८ ८४ 
_समाकलन सूत्रों 2.7.2.6) के प्रयोग से ज्ञात किया जा सकता है। इस प्रकार अंततः 
ह | [४ + 4) ८8 +020 क हा ८ व | 
ज्ञात किया जा सकता है। 
उदाहरण 25 | भव-क 4५ ज्ञात कौजिए। द 
हल हम लिखते हैं कि | (400 5 वी के मरिजफ क्ऋ 
इसलिए सूत्र 2.7.] (0 दूवारा हम पाते हैं कि . 

है ह ह बि-क कफ हा सी कक हर ( 


अर्प4- & +29ी7 ठ्र +( 


२७] +-+ 


उदाहरण 26 | (हु ज्ञात कीजिए। 
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हल हम लिखते हैं, कि 
| (८ रे क्‍ धो 
57 डक 


इसलिए, सूत्र-2.7. (४) द्वारा हम पाते हैं, कि 
(+3- दी ।। | है (5 अकर 
+ प्र या उ7 ४ +9 2 098 


३ अहन 3 
ब् पु +9+ ह्प ]08 । + ४५% +9 +9 | + (7 





की श्फि | +८ 





उदाहरण 27 [५२ +2.0+5 «६ ज्ञात कीजिए। 
हल हम लिखते हैं, कि 
कि कशटक5 +20+ 5 वं४ ८ मं +4 +4 4: 


&४+ | 56, इसके अनुसार ८८८ 4/ लिखिए। 
इस प्रकार 


७ +22%5 +22+5 ४८ [४2422 दा 


इसलिए सूत्र 2.7.] (9) द्वारा हम पाते हैं, कि 
[फिर कश्कक5 +25+5 ८५ नदी +4 +4+ ठ्रवाण्ड +ीी+4 4+० 


>४+]+ ((+)2+4 (४+)? + 4 | +0 


(७42 
--(£+)४(>2+) +4 + 270% 





गा 


] 43045 
““(४+]) ४ +2:+5 + 20£2 





&+]+ ४७ + ० ४+- 5 न 202+5 | +(! 


श 
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उदाहरण 28 | न 2 कल ]+%-<» ०४ ज्ञात कीजिए। 
हल !2.,7.2 (0) में वर्णित प्रविधि के अनुसार हम लिखते हैं, कि 
कत्ड न ऊ+ऋ-+ऊ )+ ि 
का ह 
हे 0 (-2%)+ 8 


» के गुणांक तथा स्थिरांक की तुलना करंने पर 
-205| और ७ +8-0 


समीकरणों ह है हे ] 
इन समी को हल करने पर हम पाते हैं, कि &- क और 8- प्र! ईस प्रकार समाकलन का परिवर्तित 





रूप निम्नलिखित है। 





] कस ] 
|& 4: ०-2 ]++-> हट | 4 4 आज है व 


] ] () 








जहाँ रच [0-2>) +5० हे 
]+/->? 5४ रखने पर, तदानुसार (- 22) क# - 4! 
। पक्का 7 25 
इस प्रकार [क् [0- 2:20 ४स्‍:+->_ ४ ८ [# क्या पुर कट 


| क-अ ष + 0 हे 


॥ 








॥ 
६्‌....ह#ह#..- 
-> [| 
| 
लक 
। 
| 
कट 
>> 


और प्‌, ८ | १435७ बह, 
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] * हू 
लग रखने पर, तदनुसार ;->- वां 


इसलिए -  १,- (हि कक 


] जज गे न 
मे धर ा+ई४ +".5आत “ >5+! .[42.7.] (॥) दवारा 
| 2४० पह*० 0 2829 


] (2%- !) का 5) 5 हि हे 
 बथ +ा ऐ द् जा। काशी की (्‌ 
० 90 ४ 4 2 5 
न्‍्+ “(22४-] ग्रीजयानक >> पक ः सदा ४ ५ 
। और ।, के मानों को (]) में प्रतिस्थापन करने पर हम-पाते हैं, कि 








न 5 हे 
हि अबह ३ जे ट #2 |] 
थि + 2-२ ध॑४ त्-थु(+% १ ) 5(2:% ) ]+ ४ कपुदुआए [)* 


५». “ ([+( | ु हैं 
जहाँ 0- हक अन्य स्वेच्छ अचर हैं। 


| ह 'प्रश्नावली 42.7 

निम्नलिखित फलनों का समाकलन ज्ञातकीजिए हा 

आज आम ७ थे पं 

4. ऑक +4ऋ+) हा  आशका-ओं : 5 हक 
कक. मे पड - कं कक 

डी, (++)४2%2 43 .. .ा. (४+3अ३3-4ंडजऊ) 
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और व ः 
॥2.7.3 |] प्रकार और | ककत्युत्कलसत के प्रकार के समाकलन 


इस प्रकार के समाकलनों को ज्ञात करने के लिए हम त्रिकोणमितीय सर्वसमिकाओं का प्रयोग करते हैं। 


५ जे 
]-ध्ा ० 2[8॥-- 
008 & #+ 2 और झा के प+ £ 
के ट श्च 
]+शिा -- + धरा 
2 2 
कार ता के प्रतिस्थापन से ये समाकलन कि नरक प्रकार के सुपरिचित समाकलनों में परिणित हो 
जाते हैं, जिन्हें हम ज्ञात कर सकते हैं। 
हम इन्हें उदाहरणों द्वारा स्पष्ट करते हैं। 
उदाहरण 29 | ज्ञात कीजिए। 
व 
हल मान लीजिए 75 उस्हव्छा फ 
ह हर 
,. |--क्षा “८ 
008 > स्व ल रखिए। 
' [+ धरा “८ 


इस प्रकार 
ह [[ +ँधा | बंड <य 
रत | हा ([ +ंध्ा हा न र्श्‌। ++ द्वा ] 


| 8८0 +- धंड 
|. 6+0+(०-४) पका न 


_ हि ६ व हर 
पुनः न्ल्ल्प्लःई रखने 44 25 बड़ 
प्पु प्धा व्ल् रखने पर ठ*०० ऊ चंद्र दा 
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इसलिए 
की 2 किन इन दर 
धर +9+(८-४)/ 
स्का; | १॥॥ 
क् (०-४) /2+472 
६-8 


६ध+8 _ (६+ 89) 
बजरएि. वी -92 


पर विचार कीजिए। 


धः+ 0? | | 
ध्यान दीजिए कि 7“ की चिहन धनात्मक अथवा ऋणात्मक होगा, यदि 6/>#* या को <9ा 
का । 


स्थिति । मान छ्लीजिए कि ८ > ४7, तब -- 


क््ण 





9 
ः धनात्मक है। 


धरा 


* । 2 
इसलिए ]« प्टड | व सतर्क बम ० 
४; ५ 7 रे मी 9 
है ६-0 


व घ्धा मल +0: 
. ६-४9 (4+8# + 8 


स्थिति ह मान लीजिए कि 6 <४* तो 








/ ऋणात्मक है। 


इसलिए प 2 धा 
इसलिए [« | श्ह्स्ण 
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| 




















9-9 

५ पर 

कि 4 १४-०८ 
00 +0 

(६-9) हे क अगर 

छ-द 7-ध 

5 कर 
घ्द | -- मी 22 अमल ॥ठष्ट __ 2 पट ाध 2-4 +( 

पी -ञदा कप बे 

जे के 2 $/-५ [' 


स्थिति मान लीजिए कि ८>७7ं तब 856 या ४-० 
कक. 28 0 जी 7 
यदि. ४#० तो [६-,| 


4 -[+०008% 


] 
हे 4 हिल - वेद रू विद ते 
ख्द् 2 2 


यदि 2 >- 6 तब 





] -चं 
डी] 
47 ]-005: 


] 242 अड 
ने “7 |00560  >धँ६ ८ “+ ०0:-+ (८ 
य्द् 3 2 | पर 2 


उदाहरण 30 | ज्ञात कीजिए। 


हल गन लीजिए अर | +48॥ 


668 गणित 


| हे छ्छठ कप 
त्तब तक ्ख्र 
कक) ४ 5 [ध नज॑- छा) > 8 रन 


हैं छः 
ञ्ट ] ख्ट 
(धा--- 5४ रस्थिए, तब -- 8९० दंए न्‍+ ८: 

. २. 4 2, | 


. | 2 > वि 
या 82८0 कक धर न सदा 


इस प्रकार 


/2/2 
अर | 5 [ ऊ+ई ) +छिह 


न ट। सर ट 
3 ४2 के | हज )+2) 


4. 
7 -+- नल ४ रग्बिए। त्तन था >- दाडए 


इसलिए हल तह न “2 ध्णाए न] +५: 
जी मा ह 
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2 (है अल 4) 


' ह कै | उधा जू+ 4] 
309७४ ७४५ हा 8 
या ल्प्ठु (248 न्क्ल्वता +( 


+ररः 





; प्रश्चावली 42,8 
निम्नलिखित फलनों का समाकलनं कौजिए। 








हु ह मल म कै 
]+20080 . ; 2+00890 - 4+5008% 
5 ये नम है; नम अप 
: [2 809 40050-व ]2+2 0080 
7. -.. जहाँ ८ और & धनात्मक वास्तविक संख्याएँ हैं। 
ध+089 शा 5 5 


विविध उदाहरण (शाह । ७ धारणा फऋ़ ७ शाश 7७) ' 
उदाहरण 32 निम्नलिखित फलन का प्रति अवकलज ज्ञात कीजिए। 

[/(>)8(>)-/ (5) 8४(>)] 
हल निरीक्षण विधि द्वारा हम विचार करते हैं कि 


हा [/(४) ४(») - /क) 8(22] 


अवकलज के श्रृंखला-नियम दूबवारा हम पाते हैं कि 


हा शो 2 
कर 08/(०0- 7 (>0४(०)]-« /(०0&/(७)+ (08०0 -[/(०08(७0+ /”"(08()] 
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ल्‍ह 7(+22४“()- / (२) 8९.०) . 


- अतः # (>)&”(४)- /”(») 8 (०) का एक प्रति अवकलज / (>») ४(४) - /“(>) 8(>) है। 


ह - चैट 
लऊदाहरण 32 | पा कलक ज्ञात कीजिए। 
री (डी का 


डे 


हल 3 झः ; * 
ब री (हा न ॥# ० 5 ६ 


॥ 
शा ]++-- 
(हक), 


[ से का 0 20 मे 
[+ तर त*, रखिए। अतः “हर 5४-०४ इसलिए “हु 4८“ प्र 
४ मु पर है 


| ही । ] था 
अर्थात्‌ | अर्या कद इआआाम कक हर 
;ृ हा (्ौं + 8)7 -.. #ै१ 
3 है. 
व +-- | ८7 -- -“7++(' 


है पु 
ऊ (४ र्न- व ह 


उदाहरण 33 जि ज्ञात कीजिए। 


>> + 2 


हल मान लीजिए कि 


ह कट 9... बं 
ड़ क+ डे | कस ) 


ना 


मान लीजिए. ४5४7, तो &४- 6/ ८/ 


| 647 | हे 
इसलिए न (4+४) 


|] (# +-] 
(]+4) 
| (/ -४+-२- ० 
. [का 


हर 
ञ्न्ह जम कलह लि | कर 


_27-3+6/-6]08 [+#[+0 





























जा 5 
इसलिए | 2 पच 24%+- 3>7 +6%0 --6]6९2 [+ >7 [+ (९ 
गे अट + डर की व 
उदाहरण 34 | ह् 4४ ज्ञात कीजिए। 
हल मान लीजिए कि 
हे लजओ 
॥। | कर 
कं 282 
पर | न %+ [- 
हि ऑटॉ-9 डी -9 
या * न कक, ह 
है * अर ॥ कक है | 
4 - है 77 पड पं और 7 हा हि पक चंर 


हम सर्वप्रथम ।, का मान निकालते हैं। 


मान लीजिए. 85४-9 तदनुसार & ८ 40 0४ ताकि # ४ ८ ् वा 
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इस प्रकार प॒ ] [2४ 
कार स्त्ा | पएए 
- 3) 47 ४ 
कु थ ८ः 
यू गड |+ ० 5 य्रा०्४ | -9|+९०५ 
अब ॥ | 247८ पर विचार कौजिए। 
! 9 
मान लीजिए ' > -< £, तदनुसार 2> ८« -- ८ं। रस्बिए। 
है | था 
| इस प्रकार पक ट्र् # 2 आइ 
2 
]- लक ] ना 
-_++->]072/“+++(!. -- 77०९8 +९(> 
226 कल जुट किक 








॥ और 7. के मानों को ८॥) में प्रतिस्थापित करने पर हम पाते हैं कि 











3 ह ; 2 
अं +ज८ ॥ ञ्ट 3 
८ प्र 722॥ चू--० ९8 गा97 [+<परग्ड ठ +(: 
> -9 4 42 खा +ऊ ॥ 
जहाँ (/-(८:+९५ 


। ( उद्माक॑ की > 2)2००5% ०५ कि 
उदाहरण छ5 /जबाख्क्क्फफा ज्ञात [ज॥ 
| रे 5-- 205* फृ- 4 ज्ञा% शी 


| (3॥7%- 2) ०089 


मे क 
ह 5: 0082 05 व % ५ पर विचार कोजिए। 
मान लीजिए #+> &॥ | तंदनुसार ८ -- ०05 के ध५ 
ह *. (३४-2) क# 
इस प्रकार प<- कक 
“ 5--(-४ ) -- 4 


| (3४-22) ८# | (37-22) व 
हि काकजव 2)< 





अब समाकल्प . 

 38-2 4 छ 

0०209 0०9] हो के रूप में व्यक्त कीजिए। 
मम 37-2% 4 (४-2) + 8 


दोनों पक्षों में गुणांकों की तुलना करने पर हम पाते हैं कि 


3-3 और 8-28 -<-2, या ७-3 और 8-4 














इस प्रकार... ' 
| 75 कद रु | 
75. ४०2. 0-2) 
हर ह 
5 | +4 
न्तन् | 
>308/-2|+ 4-75 )"० 
' 2, “९० न्टा 
है चर 3]08|भ५ 2 | हा एः 
82% -- 2 
हक 0 गज (2-80 कक ३ 6 
द्न्ड 0 जि) 


क्योंकि 2-आा $ सदैव धनात्मक है। 
उदाहरण 36 न ज्ञात कीजिए। 
&< +%& +] * 
' रद 
रद ञः री । 


चं फ 
न्र्न पर ] 
ः 7 ++ ह््नः 
ह॒ हि, भर 


हल मान लीजिए हा | 
5 हि 
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(-ूगा+ऊ | 
]--5++++ऊ [८४ 
_ 7| | अं २ । ४ 
के  ] 
हि 


| ४ ++>+_] 


॥॥ ॥। 
27 2 


गा 


जहाँ 


रे कि 
3 न ममनलबललकम कल. 














] ४! 
मान लीजिए ४+ ला » दिनुसार [- हज धर -वी! 
इस प्रकार ॥। न 
॥ / -][' 
हे 4“ ह रे हऊ -४+] ८ 
हू ग/08/77[+५९]- , /08।/5 एप ए 
2 ह ] मो के कड+ऊ। | 
सब 


(म+- 


£ 


() 
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; ह ] | हे ] ५ 
मान लीजिए, ४-7: 5४, तेंदनुसार |! न मी धाः 
जे हि. है 


| दा [| का 
इस प्रकार घ्ल है 
? 82 +(४3) 


| -] # ते ४ 
ब्ड्ज्ज ता संत 8 

भर ४3/ ८: 
2 अर -] 
घ्द्ज्ज था अलकतजाक-उल 

४3 3 


॥, और ।, के मानों को (॥) में प्रतिस्थापित करने पर हम पाते-हैं कि 


ही -ऋ+] 
अं +४#+] 





मन 
[> | द्ि+ड+] 4 








न /“ बल ह 
लय बा +(7 
203... | >४3 | - 

जहाँ 0.+0,-0० 
उदाहश्ण 37 ि > 4४ ज्ञात कीजिए।. 
. हल मान लीजिए कि [5 [सि्ाक ्धंड 


(8 2 - 7? तदनुसार 580? » 4४८ 2 / 4 रखिए। 








य्ांवः 
इस प्रकार पंप - [ लक ) 
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43.] भूप्रिका (ग्रा7000९ांणा) 


पिछली कक्षाओं में हम ऐसे क्षेत्रों का क्षेत्रफल ज्ञात करना सीख चुके हैं, जो रेखा-खंडों से घिरे होते हैं। तथापि 
से क्षेत्र, जो अंशतः अथवा पूर्णत; बकों से घिरे हों, उनका क्षेत्रफल पूर्व सीखी गई विधियों से नहीं ज्ञात 
किया जा सकता. है। अतः एक सशक्त गणितीय प्रविधि की आवश्यकता है, जो इस प्रकार की समस्याओं 
का हल निकाल सके। यह निश्चित समाकलन की संकल्पना के आधार पर संभव हो सका है। 


अध्याय 2 में हम अनिश्चित समाकलन का अध्ययन कर चुके हैं। इस अध्याय में निश्चित समाकलन 
को पारिभाषित करेंगे, और देखेंगे कि यह किस प्रकार किसी वक्र के अंतर्गत क्षेत्र का क्षेत्रफल निकालने में 
प्रयोग किया जा सकता है। हम उन प्रमेयों की व्याख्या करेंगे, जो इसका मान निकालने में उपयोगी हैं। हम 
यह भी देखेंगे, कि अनिश्चित समाकलन और निश्चित समाकलन किस प्रकार परस्पर निकटता से संबंधित 


हैं। 


विभिन क्षेत्रों जैसे अर्थशास्त्र, वित्त-व्यवस्था और प्रायिकता आदि की रोचक समस्याओं के हल में 
निश्चित समाकलन का प्रयोग होता है। किसी वक्र के. ९ 
अंतर्गत क्षेत्र का क्षेत्रफल ज्ञात करने की प्रविधि प्रायिकता । 
के समस्याओं के हल में प्रयुक्त की जा सकती है। 2 ट किक 


33.2 एक योगफल की सीमा के रूप में निश्चित 
समाकलन (छ9लशीएोाह गरारिष्ठाप्तों ६ 6 ता ते ॥ 
5) 

मान लीजिए कि बंद अंतराल [6, 2] पर / एक संतत 
फलन पार्रिभाषित है। मान लीजिए कि फलन के सभी 
मान अऋणात्मक/ऋणेत्तर हैं। इस प्रकार वक्र का 
लेखा-चित्र #-अक्ष के ऊपर है (आकृति 3.)। हे 


इस वक्र, »-अक्ष तथा कोटियों ४-2 और ४-४ के ... आकृति १3,! 





्ति . निश्चित -समाकलन 683 
बीच स्थित, अर्थात्‌ आकृति 3. में छायांकित क्षेत्र का क्षेत्रफल ज्ञात करने की समस्या है। ह 


इस समस्या के हल करने की धारणा को प्राप्त करने के लिए हम /(७ के तीन विशिष्ट स्थितियों पर 
विचार करते हैं (आकृति ]3.2)। 





आकृति १3.2 


आकृति 3.2 0) में [!, 2] पर /(४) 52 
आकृति 3.2 60) में [0, [] पर /(0-+' 
आकृति 3,2 (0) में [0, 2] पर /0052%+.. 3, 
आकृति 3.2 में छायांकित क्षेत्रों का क्षेत्रफल ज्ञात करने के सूत्रों को हम जानते हैं। 
आकृति 3.2 0) में आयताकार क्षेत्र का ह 
क्षेत्रफल « आधार » ऊँचाई (#) 
आकृति 3.2 (7) में त्रिभुजाकर क्षेत्र का . 


क्षेत्रफल - ऊँ » आधार » ऊँचाई (#) 
आकृति 3.2 (7) में समलंब चतुर्भुजाकार क्षेत्र का 
क्षेत्रफल - ञु » आधार » दो किनारों पर की ऊँचाइयों (#,, »,) का योगफल। 


(ध्यान दीजिए यह वही है, जैसा ञ्र » समांतर रेखा-खंडों का योगफल » उनके बीच कौ दूरी) 
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उपर्युक्त सूत्रों से हम पाते हैं कि इन तीन स्थितियों में सर्वनिष्ठ परिस्थिति यह है कि 
क्षेत्र का क्षेत्रफल ₹ आधार < क्षेत्र की माध्य ऊँचाई 
आयताकार क्षेत्र की स्थिति में ऊँचाई में परिवर्तन नहीं है, अत; माध्य ऊँचाई # है। 


त्रिभुजाकार क्षेत्र की स्थिति में ऊँचाई समान दर से 0 से # तक बढ़ती है, अतः माध्य ऊँचाई 


26 को 
2 


2 


समलंब चतुर्भुजाकार क्षेत्र में ऊँचाई #, से #, तक समान दर से बढ़ती है, अतः माध्य ऊँचाई ल है। 
उपर्युक्त /(0) की तीन विशिष्ट स्थितियों के आधार पर हम [०, 2] पर पारिभाषित किसी भी फलन / 
के लिए निम्नलिखित सूत्रीकरण करते हैं 
आबद्ध (घिरे) क्षेत्र का क्षेत्रफल (आकृति 3. में छायांकित क्षेत्र) 
₹ आधार » माध्य ऊँचाई ह 
आधार, अंतराल [०, ४] की लंबाई हैं किसी बिंदु पर ऊँचाई उस बिंदु पर / का मान है। 


इसलिए माध्य ऊँचाई [6, ४] के प्रत्येक बिंदु पर # के मानों का माध्य है। यह ज्ञात करना इतना सरल नहीं 
है क्योंकि ऊँचाई एक समान दर से परिवर्तित नहीं हो सकती है। 
अब हमारी समस्या अंतराल [७, /] में / के मानों का माध्य ज्ञात करना है। 
3.2. एक अतराल में एक फलन का माध्य मान (#एशब82 एदॉप्रिट २4 ##हलांतत कह बह फिट) 
यदि अंतराल [७, ४] में / के सीमित संख्या में ही मान हों, तो निम्नांकित सूत्र से माध्य मान ज्ञात किया जा 
सकता है ह 
अंतराल [०,४] में / के मानों का योग 

मानों की संख्या 
परंतु हमारी समस्या (आकृति 3.) में अंतराल [०, ४] में / के मानों की संख्या अनंत है। ऐसी स्थिति में 


माध्य कैसे ज्ञात किया जाए? उपर्युक्त सूत्र हमारी सहायता नहीं करता है। इसलिए हम / के माध्य मान का 
अनुमान लगाने के लिए निम्नलिखित ढंग का सहारा लेते हैं। 


प्रथम अनुमान: (75६६ ॥६६प्लात98८) 


“ के मान का बिंदु ८ पर विचार कीजिए। यह मान /(८) है। हम इस मान नामत /() को / के 
[, 8] में मानों के माध्य का कच्चा अनुमान लेते हैं। 


/ का [6, 8] में माध्य मान (प्रथम अनुमान) 5 /(४) () 


/ का [०, ४] में मान का माध्य 


चूबितीय अनुमान (8९८०घरे #5धग/&०) 


[०, ४] को दो समान भागों या उप-अंतरालों में बाँटिए। 
मान लीजिए कि प्रत्येक अंतराल की लंबाई # है। इस 
प्रकार . 





का 
2 


इन दोनों उप-अंतरालों के बाई छोर पर के मानों पर 


विचार कीजिए। ये मान /(४) और /(४+॥#) है 


(आकृति 3.3)। 

. इन दो मानों के माध्य को [6, 8] में / के माध्य मान 
के दूसरे अनुमान के रूप में लीजिए। 

इस प्रकार [०, ४] में / के माध्य मान का दूसरा 
अनुमान 


_ 2(०)+/(०+#) 4935 9-4 
के 2 ] स्‍ 2 न 





(2) 
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7 
॥ 
] 
॥ 
॥ 
॥ 
|| 
। 
| 
॥ 
] 
॥ 
। 
9 





दधत। 


आकृति 43.3 


इस द्वितीय अनुमान को प्रथम अनुमान की अपेक्षा अच्छा अनुमान माना जा सकता है। 


तृतीय अनुमान (70 &४४॥090०) 
[०, 2] को # लंबाई के तीन समान उप-अआंतरालों में 


५ हक 
बाँटिए (आकृति 3.4)। इस प्रकार # न 


इन तीनों उप-अंतरालों के बाएँ छोर पर के मानों /(४), 
/(४+ #), / (४ + 28) का माध्य ज्ञात कीजिए। इसे 
[०, 2] में / के मानों के माध्य का तीसरा अनुमान 
समझिए। इस प्रकार [, 2] में / के मानों के माध्य का 


तीसरा अनुमान 


| ध0/(0+80+/ (०728) , 2-7० 
3 डे: 


(3) 





(8 
रे । 
3. 
[| 
हि 
प 


_धा) 


ध्रत॥ +2॥ 9 





_ (८+2%) 





ह | आकृति 43.4 
इस तीसरे अनुमान को पूर्व के दोनों अनुमानों से अच्छा अनुमान होने की आशा की जाती है। 
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धवाँ अनुमान (का ४४ध46) ह 
. मान लीजिए कि # एक प्राकृतिक संख्या है। अंतराल [4, ४] को # समान उप-अंतरालों, जिनकी लंबाई # हो 


(आकृति 3.5) , में विभक्त कीजिए। इस प्रकार #- न । इस # उप-अंतरालों के बाएँ छोर पर स्थित 
बिंदुओं पर / के मानों को लीजिए। ये मान /(०),/(४+४), . . ., /(०+४-] #) है। इन मानों का माध्य 
ज्ञात कीजिए। इसे [०, ४] में / के मानों के माध्य लीजिए। इस प्रकार / के माध्य मान का #वाँ अनुमान 


हा (४) + /(+ #) + "* + (० कण. /) हे 8-4 (७) 


4 ८ 
४ के उच्चतर मानों के संगत (4) को / के [५, /] में मानों हि के 
उत्तम माध्य का अनुमान होने की आशा की जाती है, जिसकी 
हमें तलाश है। 
इस प्रकार हम [6, /] में / के मानों के माध्य के अनुमान का 
निम्नलिखित अनुक्रम पाते हैं। 
(४) 


2 (०)+/(०+॥)),# * 









पर [/(७)+/(६+00+/(०+2#), # 7 


चना कभी कम 20 कर का बे बा लक 3 2 की एन एन गहने के की ये ऋा उक मन कक 


आकृत्ति 43,5 


रे का की १ को 8 आन बम मन सम. कक. कदर के. का आह. कम ले 0 जे न एन मन मन 


परनिकिकणविककीक किक को, रच ए 
जैसे-जैसे हम इस अनुक्रम को आगे बढ़ाते हैं, वैसे-वैसे हम [6, 2] में / के मानों के माध्य के मिकटतर 
पहुँचते रहते हैं, जो अभीष्ट है। इसलिए इन अनुमानों की सीमा को [०, ४] में / के मानों का माध्य लेना तर्क 
संगत है। दूसरे शब्दों में, 


[०, 2] में / के मानों का माध्य मान 


के 2 ह [ (८)+/(०+#)+-**+ [6 कहा #) | +- गत (5) 


ग् ॥३ 
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3.2.2 निश्चित समाकलन (7दफ्िऑट ##८ट्ल्‍/०/ ) 


अब हम आकृति (3.) में छायांकित क्षेत्र के क्षेत्रफल का सूत्र प्राप्त करते हैं जहाँ आधार (9 - ८), और 
माध्य ऊँचाई (5) द्वारा प्राप्त होती है। इस प्रकार वक्र /,»-अक्ष तथा कोटियों ४5० और %>४ से आबद्ध 
क्षेत्र का क्षेत्रफल 





< (9-५). 9०५०५ “ [/(५)+/(०+४)+ +/[६+॥ #) | #त्् (6) 


(6) के दाहिने पक्ष के व्यंजक को हम निश्चित समाकलन की परिभाषा के रूप में लेते हैं। इस निश्चित 


ह॥। 
समाकलन को हम | /(») ४४ द्वारा व्यक्त करते हैं। इसे / का ८ से 9 तक का समाकलन पढ़ते हैं। इस 
प्रकार हम निम्न परिभाषा पाते हैं 


७ 5 | कल 
परिलाओं | / (०) %- (१-०) # 5 [(0)+/(6+8)+०+/ (८+ह-%) |, (7) 


9-0 





जहाँ क्र 
77 
टिप्पणी / के [9,02] में मानों के माध्य मान के अनुमानों को प्राप्त करने में हम उप-अंतरालों के बाएँ छोर 


पर स्थित बिंदुओं पर / के मानों को लिए हैं। ठीक इसी प्रकार हम सभी उप-अंतरालों के दाहिने छोर के 
बिंदुओं पर मानों को भी ले सकते हैं। इस प्रकार हम पाते हैं कि 





| / ()व४+ व 2728) कक 77 600. हल मम (9) 


यह सत्य है, कि (7) और (8) की सीमाएँ समान आती हैं। इसकी उपपपत्तत इस पुस्तक की सीमा क्षेत्र के परे . 
है। 


43.2.3 आयतों के क्षेत्रफलों द्वारा निश्चित समाकलन (#दुफ्तिहॉल कर्ड्/वाँ ##0ाद्रत बाटवड गण 
#2टांग्रम€/25) 


व्याख्या निश्चित समाकलन की (7) में दी गई परिभाषा की व्याख्या हम अन्य प्रकार से भी कर सकते हैं। 
हम (7) को निम्नलिखित प्रकार से भी लिख सकते हैं। 
8-० 


/ (3) 4४ ८ ; सा [# (०)+#/ (2+#)+>-कशरी 4+#-] #)| कि ऊ्क (9) 


यहाँ प्रथम पद # /(०) है। यह आकृति 3.6 में | से चिहनित आयत का क्षेत्रफल है. [क्योंकि # और /) 


इस आयत की संलग्न भुजाएँ हैं ] इसी प्रकार दूसरा पद ४///(६+ #) उपर्युक्त आकृति में 2 से चिह्नित आयत 
का क्षेत्रफल है। 
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आकृति 43.6 


इस प्रकार, #7(0)+#/(४+#)+ . . .+#/(०४+४- #) , आकृति 3.6 में चिह्नित # आययतों के 
क्षेत्रफलों का योगफल है। इन आयतों का सम्मिलन 
सन्निकटतः वक्र और »-अक्ष के बीच का क्षेत्रफल है. 
यदि# बढ़ता है और क्षेत्र का सन्निकटन क्षेत्रफल के और 
समीप पहुँचता है। इसलिए #->०० लेकर इसकी सीमा 


'को हम [पे 4४ के रूप में पाते हैं, जो (7) के 


अनुसार वक़् »« /(») और रेखाओं »< 0, ८ और 
४76 से आबदृध क्षेत्र का क्षेत्रफल है। 


यदि हम बाएँ के बजाए दाहिने छोर के बिंदुओं को 
लेते हैं तब भी उसी क्षेत्रफल को अन्य आयतों के 
क्षेत्रफलों के सम्मिलन के सीमा के रूप में पाते हैं 
(आकृति 3.7)। इससे [70% वही क्षेत्रफल है, 
जिसे (8) द्वारा व्यक्त किया गया है, की व्याख्या होती है। 


ध्यान दीजिए कि उपर्युक्त विधियों नामत: बाएँ छोर के बिंदुओं या दाहिने छोर के बिंदुओं में से किसी 
एक से ही वांछित क्षेत्रफल कीं गणना करना पर्याप्त है। 


९६ 
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शब्यावली (]क्षण्शां॥0099) 


। हे | ? / (४)८४ से संबंधित निम्न पद दिए जाते हैं। 


समाकलन की उच्च सीमा 3 पिन मा के समाकल्य है 


8 
समाकलन का चिहन जज+-++*| /(४) ४८4--- » समाकलन का चर है 
द्र 


समाकलन की निम्न सीमा उस अमकततम+ # का ८ से & तक समाकलन 


टिप्पणी किसी फलन के लिए अंतराल पर निश्चित समाकलन का मान, फलन और दिए अंतराल पर निर्भर 
करता है। इसका मान स्वतंत्र चर राशि जिसे हम समाकलन के चर के रूप में प्रयोग करते हैं, पर निर्भर नहीं 


करता है। यदि हम » के अतिरिक्त अन्य स्वतंत्र चर #या ४ का प्रयोग करें तो | 5) (>)०४ के स्थान पर 


| 
| 7 #6)7 या | “(४)०४४ लिख सकते हैं। इस प्रकार निश्चित समाकलन के चर को मूक चर 


(विधाग्ाा 0८४४4०४४०) कहते हैं। 


डबाहरण ॥ हि & ८४ का एक योगफल के सीमा के रूप में मान निकालिए। 





इल हमें ज्ञात है कि 
६4<, 8-5 2, / (४) ८ | 
अब ८ डक 
रा ८ 
इसलिए परिभाषा द्वारा 


[/0)७ + (७-०) 7, ग्रह (७)+ जी (6+#)+...+/ & +#-#)]| 
अत; 


हि / (४०६ 90, कि |# 60)+ श्‌! + कि नल री (। सजा ] 
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हि १ ] हज 
>> 3 मी ) 
#7२े०० ॥ या क 


3 बी की 825 ईद दा "के न] 
7) 77 (४4 हे 


77२०० क्लिप | 


- 7-बार 





ली ] 
जया न +-[[+2+**+ि- !)| 
7२२० 7 


] ] (#-)78 पे ]| कऊक-वय 
< वी 7 #कणा. >> वात “ 
- बजरेण्ण | 2 #न्‍रेए० #-. 2 


े | ] | 3 
जा चिप तप 
न ०० ञ-2 या 2. 








टिप्पणी हम देखते हैं कि [2, ०५ आकृति 3.8 में 
है हे 
छायांकित समलंब चतुर्भुजाकार क्षेत्र का क्षेत्रफल है। हम 
इस क्षेत्रफल को सूत्र की सहायता से भी ज्ञात कर सकते 
हैं। इस क्षेत्रफल को हम द्र० -) (+ 2) अर्थात्‌ ठ्र 


के रूप में पाते हैं। इस प्रकार प्राप्त उत्तर का सत्यापन 
होता है। 


] | 
डवाहरण 2 9 ८४ का एक योगफल की सीमा 
के रूप में मान ज्ञात कौजिए। 

हल यहाँ /()-, इसलिए | आकृति १3,8 





[+॥< 8०) कक ० [/(६+#)+ / (६+2#) +-*-+/ [०+##) 
हा 7२०० 77 > हि ह॒ 


[जब # -+ ००, ४ -२ 0] 
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| ] 
(8-4) धए “ [(६+#) +(६+2%)7 +---+(०+##)  ] 
' 'डजनरे०० # 5 े 
८ (9-4) ॥गा डे. 4? + 47 के कया +24#(+2+ - )+#१[] ब22 दि # ) 
2२०० ब्वार ; हि है 
आज 


. ५ + ) (2 ह 
(हज ित >० टन +ज कक कक 20+%०0००४/- | 
है #7-+२०० 


"४ कॉन-रे०० 
| #+#)(2#॥+# 
5005० कि प्र 2 + (॥#+#)4+ रमणेाम+ | 
२०० 6 


(७-०८) ॥॥7 [८ +(9-६+#)4 + 7: (७-०+#) (2(0 ०)+#) | 
॥-२0 


न (9-०)०+(७-०) ०+६(४-० 
] ही की 
हि उ ->८) [36 +3(2-6)4 + 89 ... 2209 + ४7] 
2 ]/,3_ 3) 
ठप ५) (७ +६8+ 8 ) कल व्र्ि नध ) पु 
2 | ना 
उदाहरण 3 [ ८५०४ का एक योगफल के सीमा के रूप में मान ज्ञात कीजिए। 


हल परिभाषा से, 


न्‍ | ] 2 4 2#-2 
€' दे: जू (2 0) ह॥0॥| कब +€7 +€& +बनन्क्ट हैं | 
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* 


प्र 


8 । में 
उदाहरण 4 ००४५ ८४ का मान योग के सीमा के रूप में ज्ञात कीजिए। 
इल यहाँ /(४) 5 ०05 >, इसलिए 


| तक वै४ + » पा [008 (७+ #)+ ००६ (6+2#)+ *-*+ ००05 (6 + ॥४)] 
धर 
मान लीजिए 5२ ०05 (ध्वत #) + 008 (.+ 2#) + . , . + 008 (६ + #/7 


दोनों पक्षों में 2 ॥- #, से गुणा करने पर हम पाते हैं कि 
शमी ठु# 852 था जु १००४ (६+#)+2 झा है ॥००४(७+ 20) +. . + 2 झंत ठुे है ००8 (७ + ॥#) 


नूझी] (६ तर ॥#)- शा (4 + हि #) + | (ध + > ॥)- शा ( 4 + तर 8) 


+, ५ »+ आ। [#+ (28+) #] - आ [8 + जे (&-]) #] 


ह - 3 
बन जग [० +उ (27 +/)# | -- कै [० +5* 
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॑ त | 8+ 2. अधि ध्ंय ध+ ह । 235, कक 
न] 2 27 | 0 ४77 608- 


इस प्रकार 


[मण [०+/#-क ०+/१]| ] | 
५४ "सजी: का 

| 60052 कं: + वीर # | 9+ ठ है “आग | धर्क ठठ | | 
| रे 


शा 


॥80॥ ॥/2 ॥ ] ह 
| ०० श/8/2 [बाण [४+») #। [4+5# | 


07 ० 3.5 ] ह | जब # -+ ०० 
चाय प्रा [झा $+3>#]-झंए | ६+ 78 | पे 
#॥-२0 आ]#/2 ४-२0 2 ह 2 #-२ 0 


], (आआ 9 -.आंत्र 4) * भी 8 - शा 4 





टिप्पणी उपर्युक्त चार उदाहरण सिद्धांत की व्याख्या करने के लिए है। तथापि निश्चित समाकलनों के हल 
करने की सरल विधि भी है। इसे हम अग्रिम अनुच्छेद में सीखेंगे। 


प्रज्नावली' ॥ 3.7 
निम्नलिखित निश्चित समाकलनों को हल कीजिए ; 


. |. ध्र्ट 2. हे (> + 4) धड 3. ि (> -+ ) बड़ 
6 4, ि (४ ->) बट 5, | रो व ।' | 6, [ धागड कर. 
४ हि (के नै अब 8, जे व ह आओ द 9. [ हि कं ७ 


। 
30. | आं। ६ धर: 
प्र 
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43,3 कलन की आधारभूत प्रमेय (#एातेक्ाश्तांनों प॥रठाशा ण॑ ('प्ोटप्रोपमड) 


3,3, क्षेत्रफल फलन (476८ िकटाँं0क) हम | (2) के को वक्र />/(0, 6< >> ४७ , £-अक्ष और 
कोटियों ४5 और «४ से आबद्ध क्षेत्र के क्षेत्रफल के रूप में परिभाषित किए हैं। मान लीजिए [6, ४] 


में » कोई चर बिंदु है। तब | ” #(>) #% से आकृति 3.9 में छायांकित क्षेत्र का क्षेत्रफल निरूपित होता है 


[यहाँ यह मान लिया गया है, कि /(४) > 0, » ८ [०,४] 
निम्नलिखित कथन समानतः अन्य फलनों के लिए सत्य 


है।] इस छायांकित क्षेत्र का क्षेत्रफल & के मान पर 
निर्भर है। 


दूंसरे शब्दों में इस छायांकित क्षेत्र का क्षेत्रफल का । 
'फलन है। & के इस फलन को हम & (७ द्वार व्यक्त 
करते हैं। इस फलन & (0) को क्षेत्रफल फलन कहते हैं। . 


५ 


# (४) ८ | (४) ६४ 





हम दिखाएंगे कि ७९२) 5 (0 अर्थात्‌ /6)का . ०. 
प्रति अवकलन #&(9 है। ः आकृति १3.9 


3.3.2 प्रमेब 7 ( समाकलन गणित की प्रथम आधारभूत प्रमेय ) 7४6०-४४ | (पड कफावेद्ाशस्कांवों - 
कफ्रकशा शी ।पर/शछ्ावां (ढा2४४5) । मान लीजिए कि क्षेत्रफल फंलन' 


2 (2) < [० 4 सभी ४2 6 के लिए 


पारिभाषित है। इस फलन को अंतराल [6, ४] में संतत मान लिया गया है। तब 
2 (2) + (४) सभी ४8 [6,£] के लिए। 


'उपपत्ति सर्वप्रथम हम ४ को » के दोनों ओर छोटे अंतराल में धनात्मक तथा बढ़ता हुआ मानकर. विचार 
करते हैं (आकृति 3.0)। स्मरण कीजिए कि & (०), ० से » तक फलन / द्वारा बद्ध क्षेत्रफल है, और 
पता “(3+ ० 3)- ४ (७) 


६ )न्+ 0 ल् ह | (] ) 


| निश्चित समाकेलन 695 


4 


पहले हम दाहिने पक्ष की सीमा से प्रारंभ करते 

हैं। क्योंकि हमें सीमा & »-> 0 लेना है, अतः 
& » को धनात्मक परंतु अत्यंत छोटा लेते हैं। इस 
प्रकार [2, >+ 8४] ८। अब ४ (४+ 8») 
क्षेत्रफल ७२000 और «(00 क्षेत्रफल 0870* है। 
इस प्रकार & (४+ 8») - ४ (.) क्षेत्र 707२8 
का क्षेत्रफल है (आकृति 3.0 0))। आकृति 
3.0 से स्पष्ट है कि - 


क्षेत्रफल (20२8) < क्षेत्रफल (?0२8) 





अनिल तार अत ता ही | लक 
ु ह ह आकृति १3,40 
. अर्थात्‌ 00 &#< 8 (/+8५)-4 (0</(+6>) 65. ह (2) 
परंतु 8» >0, हम (2) से पाते हैं कि 
(०८ + / ४) +- /(>) * | - * 
8» 323, । 0). 
पुनः अंतराल [४-8 », »], लेने पर हम पाते हैं 
#(६-७ ह< 2700-0०) < /(५) " 
 >८ ह 
न - __ ँ्ओ हर है ह ह के 
अर्थात्‌ ७४-४6 2) < सं पल < /&) . (4. 


&2-> 0 लेने पर तथा सैंडविंच प्रमेय को प्रयोग करने से ;(3) से हम पाते हैं 
ह हे 0(४) 5 / (५) 
और (4) से पाते हैं 
7.0(05/0). 
.. अत; »'(») का अस्तित्व है और यह 70) के बराबर है। 
६£५५णी पाठक को राय दी जाती है कि वे इस प्रमेय की 'उपपत्त्त उस स्थिति में भी ज्ञात करें, जब > के 
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दोनों ओर एक छोटे अंतराल में /, » के एक ओर बढ़ रहा और दूसरी ओर घट रहा हो। 


3.3.3 समाकलन गणित की' दूवितीय आधारभूत प्रमेच ($०८०४व +'रहबंद्ाशकांदों 2020-८७ ० 
उ्बढ/०7 ८०/८४४७) हम नीचे एक ऐसे प्रमुख प्रमेय की उपपत्तति देते- हैं, जो निश्चित समाकलन के मान 
को प्रति अवकलज के उपयोग से ज्ञात कराती है। 


प्रसेध 2 मान लीजिए कि बंद अंतराल [०, 8] से / एक संतत फलन है। का एक प्रति अवकलज 7 है। 
तब । ः " 


हः ॥)] (5 
- भिकोऋ-र ७)-+ ७). 
जउपपतक्ति मान लीजिए 
80) *[ /(9 %, +€ [०,०] 


क्षेत्रफल फलन है। हम प्रमेय (।) में सिदूध कर चुके हैं कि & (2, /(0 का प्रति अवकलज है अर्थात्‌ 


खै(छ) तय), अल [व]... | ह () 
यह ज्ञात है कि / का प्रति अवकलज 7 है जा 
क)77/(७0,> 6 [०, ४] : ह (2) 


() और (2) की तुलना से हम पाते हैं कि 
8 (४)- ४ (20, > 6 [७०] 


दूसरे शब्दों में [4 (४) - ए ()] का [5, ४] पर अवकलज शून्य है। अध्याय ' के प्रमेय 7 के 
' टिप्पणी 4 के अनुसार 4, (४) - 7(४) एक अचर -फलन “मान लिया (:” है। ँ 


इसलिए 2 (४) -+# (४) 5 ९ | 

अर्थात्‌ ै (४) 57 (0+0, » & [०, £] हा ह (3) 

जब -.. %-६, (3) द्वारा ह है 
&(बोच्ए७)+0 |. ह | .. (4) 

और जब 5 8, (3) दवारा ह | 
40छ9च"79७+0...्ः़ के (5) 


(4) और (5) से, हम पाते हैं कि | | 
3 (0)-4(७)57(७)-8 (७). ' ह (6) 


ह निश्चित समाकलन 697 : 
| अब... 0 (०500 #«0 


नि 5 ह ह ि ५ 
और ' 2 (9) 5 |! 0) ४४... (क्षेत्रफल फलन की परिभाषा से) 
इन मानों को (6) में प्रतिस्थापित करने पर हम पाते हैं कि 


" [/७) ८४ + ए (४) -४ (४), 
जिससे परिणाम सिद्ध होता है। 
टिप्पणी 
. दूसरे शब्दों में प्रमेय का कथन यह है कि, 


हक ह 
|, (७) ८४४ < (उच्च सीमा &पर एक प्रति अवकलज का मान) 


- (निम्न सीमा & पर उसी प्रति अवकलज का मान) 


2. यह प्रमेय अत्यंत उपयोगी है, क्योंकि इससे निश्चित समाकलनों के मान को सरलतापूर्वक ज्ञात करने, 
की विधि प्राप्त होती है। इसमें योगफल की सीमा ज्ञात करने की आवश्यकता नहीं पड़ती है। 


3, एक निश्चित॑ समाकलन निकालने में जटिल संक्रिया एक ऐसे फलन का प्राप्त करना है, जिसका 
अवकलज समाकल्य हो। इस प्रकार हम देखते हैं कि अवकलन और समाकलन गणित में निकटतम 
संबंध है। - 


संकेतन सुविधा के लिए ७(७) - १(७) को ४(»)| अथवा [7(:४)] ह; दवारा व्यक्त करते हैं। इस प्रकार 
9 न ह 
| 00% 5 ॥()६ ० 0०५ 
जहाँ ए (2), /(9) का प्रति अवकलज है। 
9 
| ५ / (2) के गणना के प्रक्रम 


6) अभनिश्चित समाकलन [०) ०४ ज्ञात कीजिए। मान लीजिए कि यह 7(७) है। समाकलन अचर (को 


लेने की आवश्यकता नहीं है, क्योंकि यदि हम 7 (४) के अतिरिक्त ४ (४).+ 0 पर विचार करें, तो पाते 
हैं कि कर | 
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| 
| //02क- ॥(०)+0], 5[&(0)+0]-[7(४)+८] 5 #(७) - #(०) 


इस प्रकार निश्चित समाकलन के ज्ञात करने में स्वेच्छ अचर का लोप हो जाता है। हम वही मान (9) 
पर विचार करके भी प्राप्त करते हैं। 


() तब [7४] लीजिए। यह 7(४) >_ (४) है, जो [7/(४) # का मान है 
अब हम कुछ उदाहरणों पर विचार करते हैं। 
जदाहरण 5 (ः (४7 +) ८४ का मान ज्ञात कीजिए। 
हल हम जानते हैं कि, ह 
का 
3 


इसलिए द्वितीय आधारभूत प्रमेय द्वारा, 


ह 3 | 
अत: | (> +)८%४ 5 22 
- ४2 3 


4 3. 
उदाइरपा 6 | > ०४४ का मान ज्ञात कीजिए। 


हत् हम जानते हैं कि 


3 न 

ध् मर 

2 कह 5 

| २ 5 57 
2 


निश्चित समाकलन 699 
4.3 57 5. 
तर 235 2 2 64 
2 ््द 2 _ 5 2 ८ 6 
इसलिए हे आप 5 | | तत्द्ु ५ "| के (27) « न्‍ 
; 4. 3. 
अतः | अर कह रे 


५ 
2 
उदाहरण 7 08 ००५० 4» का मान ज्ञात कौजिए। 
प् ह 


हल हम जानते हैं कि 


[००४० ध८ | शा] > 


पा प्र 
५ पट 
इसलिए े 008 % ८ -; शक 
हे न आत-आऔ-5 5 ]+]52 
श का -अर्ू 5॥|+7 ] 5 
प्र 
अत: | 2. 505% ८४ ८2 | १६ 
॥॒ गा 


जा 
टिप्पणी 9« 008 % 
टिप्पणी उदाहरण 7 के परिणाम से स्पष्ट है, कि आलेख 


9» 0085 द्वारा &कतः का और £->- ञ और »-अक्ष के बीच __. हि किक ञर्‌ 


््न्फ 
घिरे क्षेत्र का क्षेत्रफल 2 है (आकृति 3.)। व कह 
' 503 5 ; आकृति 43,47 


24 
उदाहरण 8 | ठ्र 4४ का मान ज्ञात कीजिए। 
09 ४ +4 








८५४ का मान ज्ञात करते हैं। 


ः 6%:2+3 
४:। सर्वप्रथम हम अनिश्चित समाकलन | हक उाजह 








गन हि जो हे मर | के 
>“ +4 57 +4 >>“ +4 
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ष ३| जय कक हे ३ क्र कक 4 3 ४ 


] 


>|४६ 


0 
२०३3 098 (४ + 4) + हर 


6%+ 3 
५ ध नाथ 





3 _। »& |] 
दीप न्‍८ |3 ० रनः 4) +जधा 2 
# 2-0 


लए. 


| 


३३४ अंक 4|-- 220 200 0 


आय क  पाविकदीप 
छ8*“* का तत+ 85 नकल 
847 ४ कक 
५ ., हा ह 
डदाहरण 9 |, [४ +आंग “(7 [८ का मान ज्ञात कीजिए 
'संबेंसे “ | ! > 8 रपट हैः 
हल सबंसे पहले हम अनिश्चित समाकलन / | > +आंग्- |4४ का मान ज्ञात करते हैं। 


; | और ५ गज 
मान लीजिए || ८ [सशक् और १. ८ झिफ्ट्रक् 


अब [| ७ >.८ - | .४४ & (खंडश:ः समाकलन बबारा) 
तू (&- 4) ४7" 

और | धर 4 _|77 नम व 

इसलिए 


|| ाऊ हि । 
| (> ९ + झा] नह दंड +5 [७ कि 80877: 
७ 4 . के बट थ 


नल ])७४' -कक्ण्ब्य -[(०-॥)० -ज्०08 ०| 


निश्चित समाकलन 70॥ 


अं की कि कम 22 
ग 2 गा १० वर 


3.3.5 अनिश्चित और निश्चित समाकलनों की तुलना (८०ाफुद्ांडक्क व फवेंशविवॉर दावे बेंदफिरॉर 
फाटट्72/&) 


अनिश्चित समाकलन 


. किसी फलन का अनिश्चित समाकलन 
एक दूसरा फलन होता है। 


निश्चित समाकलन 


एक फलन का एक अंतराल पर निश्चित 
समाकलन एक संख्या होती है। यह संख्या अंतराल 
परिवर्तन के साथ परिवर्तित होती है। 

















2, किसी फलन का अनिश्चित समाकलन निश्चित समाकलन [ 00% एक अदूवितीय 


हि (४) ८४ अद्वितीय नहीं होता है। 
इनमें एक अचर का अंतर हो सकता है। | 


संख्या होती है। 


3, अनिश्चित समाकलन हि (2४) 4४-7१(०) 
(माना) की स्थिति में अचर » जो 


निश्चित समाकलन की स्थिति में स्वतंत्र चर' को 
किसी भी अक्षर से व्यक्त कर सकते हैं। सभी 





स्वतंत्र चर है, की एक विशिष्ट भूमिका | प्रतीक | » (0८ और | ” /(9)49 या 


होती है क्‍योंकि यदि » को ऊ से विस्थापित 





| ? / (० एक ही संख्या को निरूपित करते हैं। 


करें तो 9 (४) के -स्थान पर 905) प्राप्त 
होता है। 


4. [ “ (24% के ज्ञात होने पर हम 


स्वतंत्र चर के अक्षर की भूमिका कुछ भी हो, 
अर्थहीन है। 


[०० 4८% के ज्ञात होने पर हम 


हि (०) ०% नहीं ज्ञात कर सकते हैं। [ / (09% जैव कर सकते हैं। 


टिप्पणी हम निश्चित समाकलनों के मान॑ ज्ञात करने के दो विधियों से परिचित हैं। प्रथम विधि में इसे हम 
एक योगफल की सीमा के रूप, और दूसरी विधि में हम आधारभूत प्रमेय, का प्रयोग करते है। इनके संबंध 
में प्रेक्षण निम्नलिखित हैं। 


!, पहली विधि ज्यामितीय अर्थ पर आधारित है। इससे व्याख्या होती है, निश्चित समाकलन क्षेत्रफल क्यों है। 
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है 


दूसरी विधि सरल तथा सुगम है। 


3. दोनों विधियों से परिणाम समान ही मिलते हैं। 


पर पली 45,2 


निम्नलिखित निश्चित समाकलनों (प्र. । से प्र. 22) का मान ज्ञात कीजिए। 


9, 


8, 


पा > दर: 


(किया 


2 डर 








ऋए 
ि ५ 

ल् 

पर 


इ, 
्य्ना 
१५* | 

जे 
र् 
न 
ण, 
[००] 
ञ्न्फे 
ले 
3० 
छः 


कर 


4 


308, 


82८. 


4४. 


293 


| (>+]) ८५४ 


हि (4 -5>  +6>+ 9) धं४ 
4. 7. 
| 7 धर 


0 


7 
॥8 ९08+>% दर: 


वा 
| < डं02+> ८ 
0 





| | मर हु 


3 
|, कर ] की 





हट 57 धर 
॥ >7 +45+3 


हि ( रॉ + ००8) दंड; 


५ 
॥ (+>+) (४+2) 


निश्चित समाकलन 703 


7 


3, हि (2 3802 ५ + >े नै 2) प्रंड 95 [ि (अंग रा - 0087 लय ) क्र. 


3.4 प्रतित्थापम जूवाश विडियल दादए अजनी का गान जिफ्ाज [9 :वय0७ ७ 000॥॥9 [9 छा क5 
89 छ900847 ४४०७॥) ) 


पिछली अध्याय में हम अनिश्चित समाकलनों के मान निर्धारण की अनेक विधियों की व्याख्या कर चुके हैं। 
अनिश्चित समाकलनों के मान निर्धारण के प्रमुख विधियों में से एक प्रतिस्थापन-विधि है। जब हम निश्चित 


2+3 शा 5 


समाकलनों जैसे | पद के | 2052 & के प्रकार के प्रश्नों को प्रतिस्थापन विधि से हल 


करते हैं, तो प्रक्रम निम्नलिखित हैं। 


3, 9» 57() या 8()) प्रतिस्थापित कीजिए, जिससे दिया समाकलन समाकलित होने के लिए ज्ञात 
रूप में हो जाए। नए चर के पद्‌ में समाकलन को लिखिए। 


2... नए समाकल्य को नए चर के सापेक्ष समाकलित कीजिए। 
3. नए चर के स्थान पर पुन; प्रतिस्थापन कीजिए, और उत्तर को पूर्व चर » के पदों में व्यक्त कीजिए। 


4... (3) से प्राप्त उत्तर का उच्च सीमा और निम्न सीमा पर मानों को ज्ञात कीजिए। उच्च सीमा और निम्न 
सीमा पर के मानों का अंतर ही निश्चित समाकलन का अभीष्ट मान है। 


इस प्रविधि को तीक्रतर बनाने के लिए हम निम्नलिखित विधि को अपना सकते हैं, प्रक्रम और 2 को 
करने के बाद 3 को करने की आवश्यकता नहीं है। इसके स्थान पर हम समाकलन को नए चर के पद में 
' ही रहने देते हैं, परंतु निश्चित समाकलन की सीमाओं को नए चर के अनुसार परिवर्तित कर लेते हैं, इससे 
ही अंतिम प्रक्रम की क्रिया करके अभीष्ट मान ज्ञात कर सकते हैं इस अनुच्छेद में हम इस प्रविधि को 
उदाहरणों दूवारा स्पष्ट करते हैं। 


व छत 
उदाहरण 0 हि 5्ड्ी > +] ०४ की मान ज्ञात कीजिए। 


जल मान लीजिए कि /5 «*+, तब ध/ 5> वर: 


इसलिए. [5४6 (० +] ;४- [२ ० 
5 4५ 
2 ्रः पर कप 


#£2 + (४ 55 


५० | (> 
५० | > 
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| 


3 
नर 
अतः [8 फावूल्5 & ब | 


हर 


0 "(7० | -३हि-कै 
तु (४)<४* 


विकल्पत:, सर्वप्रथम हम समाकलन का रूंपातंरण करते हैं, तब रूपातंरित समाकलन का नई सीमा के साथ 
मान ज्ञात करते हैं। न्‍ 


-] ५२ 


मान लीजिए 7<- +] तब ६ ८ 550 कु: 
जब ४+-, 75८ 0 और तब ८ , 7-2. 
»जैसे - से को परिवर्तित होता है, # वैसे-वैसे 0 से 2 को परिवर्तित होता है। 


जद . (5 की] # 3. [अक 
कि । 09 
है 


3 ः 3 3 ह 
व. _ 293 _ 0१ 
रच 


० $0४5)5% 


अब हम कुछ अन्य उदाहरण लेते हैं जिनमें रूपांतरित समाकलन को नई सीमाओं द्वारा हल किया 
गया है। 


७३ |०> 


ही ु 
उदाहरण ॥ ि ४ज5 ००४४ ८४६४ का मान ज्ञात कीजिए। 


हइल मान लीजिए / ८ था। > 
तब 7 ८ ९005 3 दर 


निश्चित समाकलन 705 


जब ><0 तो 7-0 
जब अच> तो हब 
2 
ञ है डर ] 
अतः । शांत 5 ००8४+ बंध जा वा 
9 0 


#*_ 4४ _ का मान ज्ञात कीजिए। 


अुाहएश। ॥52 
उलाहद ली कक 0 5+बैं008:5 


हस्त मान लीजिए, /ल्‍-्या पर 3 । 


52 लक ([+४2) ८५४ 
2 ह/ 2 


2 
और 008<% ++ न ठ्र 
- ह हं [+ ४ 


जब . ४0 तो 770 और जब ८-7: तो #-> ०० 
इस प्रकार, जैसे-जैसे », 0 से ” की ओर अग्रसर होता है। वैसे-वैसे ॥ 0 से » की ओर बढ़ता है। 








| 4४ रा 2647 
0 5+4 005% कि ] 


हा 
(+/* 
; ( )5 ++ + ४2 


दब हु 26; 
9 560+/)+4(0-४/) , 


*. था हे "कं 
| का महक रे 'ण | ब्रा 27" | प्न्ज 
बढ हम 82 5 औ/क  30) 3 
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026 20 _. 
--4 ---प- का मान ज्ञात कीजिए। 
शी) 9+009 8 


व 
उदाहरण 43 ि 
हल मान लीजिए, 75 »आ728 तो &/₹2 8706 ०0509 द9 रह 87 20 29 
और 388 + ०७०88 5 / + (]-- 2)? 


सन 2/2 -- 2/+ ! 


] 
डक (+ 256४ | 
* 2 


जब .. 6-0, तो /८0 और जब 675 तो | 
० था 8+0 05 9 १2 १2 

2 5 अनन 3 
| ( 5) 0] | 


3. 


4, 





| 27 उजशर न्‍ 
0 4+3शं]5% 


[2 
[ >> फिका ०४१० 
0 थ 005%+8 शा 5 


+ 


पर ी 
|, 5 (5-4 ००50)4 हञ0 40 


| उड़ 0०057 [] धर 


प्रश्नावली ॥3,3 
निम्नलिखित समाकलनों का मान ज्ञात कीजिए। 


॥0, 


36. 7 


- 48. 


- निश्चित समाकलन 707 - 


| ५4 लि कट 


। 55 


> 7/५ ५ 
2 





| 2 उड्क। 


रे क्र 
0 ८“+4 


(4 


2 ढ़ 
| आह 00४06 40 


गः 


| ठ् 744 
0 20052+4 शा 

गः 
| का 

0 5+4ज्ञाज 

4 
[ (-००३४३० )आ॥ 30 ०09 


ख्च 
| ००४7 20 आ॥20 ०0 





सिद्ध कीजिए कि कि ध४ 2 


]+शांध्रड 
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3.5 निश्चित समाकलनों के कुछ गुणधर्म (8098 ९7०७९७-४९५ ण॑ 090#//0० ॥70/7,5) 


पिछले अनुच्छेद में हम निश्चित समाकलन के मान को एक योगफल की सीमा के रूप में निकालने के विषय 
में अध्ययन किए हैं। परंतु इस विधि का प्रयोग तभी किया जा सकता है, जब समाकल्य एक सरल फलन 
हो। यदि समाकल्य सरल फलन नहीं है, तो योगफल की सीमा ज्ञात करना संभव नहीं हो सकता है। ऐसी 
स्थितियों में हम निश्चित समाकलन के कुछ प्रमुख गुणधर्मों पर विचार करते हैं, जो निम्नलिखित हैं। निश्चित 
समाकलनों के सरलतापूर्वक मान निर्धारण में इनका उपयोग किया जाएगा। 


छः [! 00५ -- +00% 


। 0 ह ः | हि 
92, | (2) && ८ | (04% 4 हक के लिए6<८०<४& 
। । ] | 6 
23. | ' (3) ८६४८ | /औ(४+४->)५०: 
कि औ 00 & | (०-2८ 
0... . ४0. 
25. | (>) 4४ (७) ६४+ | 2(28->) ब5 


ए6, उऔ(>) ब४ 2| (2) #४, यदि /(26 - >) 5/ (0 
न्‍्0, यदि /(2८- 0 5-00 


'ए7. 0) | (क्र ८ 2 +७० गम यदि /(४) एक सम फलन है। 
३ ्ध् 0 & 


() | _#(2०४ 5 0, यदि /(४) एक विषम 'फलन है। 





'एक करके हम इन गुणधर्मों की उपपत्ति सीखते हैं। 


निश्चित समाकलन 709 
[॥ की उपपत्ति मान लीजिए कि / का प्रति अवकलन ए है। अतः दूसरे आधारभूत प्रमेय से हम पाते 
हैंकि | 

३ # (04% 5 (७) -77०) >-[(०)-7(७)] > दा औ(>) कर 


०2 की उपपत्ति मान लीजिएं कि &<८< ४, तो जैसा कि आकृति (43.2) में, दर्शाया गया है, तो 


अऋन्ध, ४59, ८0, और 9>>/(४) से घिरा हुआ क्षेत्रफल आकृति में विभिन्‍न प्रकार से छायांकित 
क्षेत्रों का योगफल है। 





(22 


आकृति १3.42 


स्थिति (॥) यदि ८,४ और & के मध्य नहीं है, तब भी वही सूत्र सत्य है। 
. मान लीजिए ०<०< 8 तो प्रथम स्थिति के अनुसार, 
मान लीजिए 6< 9 < ० तो प्रथम स्थिति के अनुसार 


[ (आकर ही #(कक 
इसलिए | | 


| />%८७  ऑजिक- | ऑजक 


8 (व: +क ॥, (>) वड ह (शा द्वारा) 
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वैकल्पिक उपपत्ति मान लीजिए / का प्रति अवकलजफ है। तब 


[00०४० ७)-४(०) , (09) 

[/७) ०5४ (०)-४(७०) द (2) 
और [/00#%<४ ७)-४(०) (3) 
(2) और (3) को जोड़ने पर हम पाते हैं कि 


[+७)%+[ /00%-7७)-7(०) 5 [7 /00% 


इससे 72 सिद्ध होता है। 

ए3 की उपपत्ति माने लीजिए कि 7>६+#£# ->, तब &/5-- ८४ 

जब अ|«८ तो 779 और जब ४ तो #>6 

इस प्रकार यदि «, ८ से #, में परिवर्तित होता है, तो ४ # से ८ में परिवर्तित होता है तथा &>6+ 8-3 है। 
इसलिए 


(8 60% जी (४+३-४) 4१ 
है । ल्‍ क 
| /(४+४-२)०४ (प्रगुण ए। द्वारा) 


कल | ! 3 (४+89->) 6: 


(चूंकि निश्चित समाकलन का चर मूक चर होता है) 
ए4 की उपपत्ति मान लीजिए कि 75 ६-> तो ६/-८- ०५ 
. जब <₹0, तो 77६ और अब ४०७, तो 750 


जैसे-जैसे ५, 0 से « में परिवर्तित होतः 5, वैसे-बैसे /, ८ से 0 में परिवर्तित होता है तथा 
अचच 4- भी है। 


निश्चित समाकलन ॥ 


इसलिए [, /(0&४-[. (४-० (-०) 5 -[, (०-२० 
न ॥8 (४-7)०४ (प्रगुण ? द्वारा) 


>[ /(४-२)० (चर / को>से परिवर्तित करने से) 
?5 की उपपत्ति ?3 के प्रयोग द्वारा हम पाते हैं कि 
| /0)%- /09%+[ 02% 


दाहिने पक्ष के दूसरे समाकलन में मान लीजिए, ४/52०-> 

तब ध/"-+- ४ | 

जब अन्ध तो 7-4 जब %524 तो ४5८0 तथा ४5 24-४ 
अत; दूसरे समाकलन का मान 


है [४ /(8%<-[ /(2०-2% द 


श | /(22-7) 4/ (प्रगुण ?] द्वारा) 
५ चल | (26 ->) 4५४ ..._ (चर ४ को > में परिवर्तित करने पर) 
| रद | ः श्र ॒ प्र 
अतः... |, 0०% |, /(0०+ |, /(2०-२)० 


9९6 की उपपत्ति 75 के प्रयोग द्वारा हम पाते हैं कि. क्‍ 
ह स्व - हि धर है 
| 2(0५६«|, /00%#%+ |, /(2०-७) ८ () 
अब यदि /(24->) + / (४), तो () द्वारा 


| :(00#%-5|[, /0%+[, /(०) % 


72 गणित द 
| यह .०- 
अब यदि /(2८->) 5-/(»), तो () दवास 
[| डेट ध धर 
0. /.0%*[ /006-[ /00-० 


७५7 की उपपत्ति स्मरण कीजिए कि यदि /(), » का समफलन है तो /(-») 5 /(७) और यदि /(४) 
» का विषम फलन है तो /(-») 5-/(0 


?2 के प्रग्गोग से हम पाते हैं, कि 
[९ एव * [3, /0१०४+( ११५ 


दाहिने पक्ष के प्रथम समाकलन में />-< रखिए, तब हम बे 


जब ४5-८4 तो 754 और ४5८ 0. तो / ८ 0, ४-४ भी है। 
इसलिए... [ /0)८ ४ शा /(-)०#+|[ /0०% 
के 0 

बट | ४ (०२) ८८+ | (2०४ (चर /को& द्वारा परिवर्तन करने पर) (0) 
() अब मान लीजिए कि /, » का सम फलन हे, तो “(-२) , 5 /(0), तब (!) द्वारा 

[0०% /(0%+[ /009% 

| स्द ०  (>) 4४ क्‍ 

') मान लीजिए कि /, का विषम फलन है, तो /(-0) 5 -/(60, तो () द्वारा 


[* /0) -५ /00 क+ /00% 50 


निश्चित समाकलन 773 


टिप्पणी 77 की ज्यामितीय व्याख्या निम्नलिखित विधि से की जा संकती .है। 


यदि [-८, ८] पर / एक समफलन है, तो इसका आलेख >-अक्ष के परितः सममित होता है 


(आकृति 3.3)। 





- सम फंलन का आलेख 
आकृति 43.43 


इसलिए (! “(>) 4% दूवारा निरूपित क्षेत्रफल »-अक्ष के बाएँ और दाहिने समानतः विभक्त है। 


इसलिए संपूर्ण क्षेत्रफल < >-अक्ष के दाहिने क्षेत्रफल का दो गुना 


अर्थात्‌ [| /(0%-2[स /(०0% 








दूसरी स्थिति में यदि / विषम फलन है (आकृति 3.4), तो ह किक 
| - /(४)&% दवारा निरूपित क्षेत्रफल 3-अक्ष द्वारा ऐसे दो ह स््््न्न्न्ल् 
भागों में विभक्त होता है जो परिमाण में समान परंतु चिहन हे, धन 
में विपरीत है। (ध्यान दीजिए कि यदि क्षेत्र >-अक्ष से नीचे... किन 
है, तो क्षेत्रफल ऋणात्मक समझा“ जाता है) इस प्रकार - >>-->> 
संपूर्ण चिह्नित क्षेत्रफल शून्य है, अर्थात्‌, स्क्स््नट े 
[_ (0०४०० .. हल 
अब हम कुछ उदाहरंणों द्वारा देखेंगे कि ये सात प्रगुण ्््ल 
कुछ निश्चित समाकलनों के मान निर्धारण में किस॑ प्रकार गा 
जा आकृति 43.4 


उपयोगी है। 
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के 4 
उदबाहरण 4 |. आ॥7 ४ ८४ का मान निकालिए। 


कह 44 # 
हल मान लीजिए कि ]- दि आर > धर () 
द् . 

तब [& (कि झ हा - मत धर; *(प्रगुण ?4 द्वारा) 

। हि | | 

2 2 

च्न 2 

अर्थात्‌ ४ थे | ०05“ 2 ८४ े (2) 


(]) और (2) को जोड़ने पर 


है।/ 
245 | प [झा 2 :+00४२ *) चर 
0 


9 श 
कट न्न्ल 2 4 5 
| .48 [>], 5 


१7 


अर्थत्‌ [5 शि 


भाग ४ 


०४४ का मान ज्ञात कीजिए। 
२0०05 2 


उदाहरण 45 | हिं नानक 


कण जो 
६0802 जि | या 2 ड्र+ ३००8५ 


है आल कल । 
2 [| 2 (प्रगुण 
[« । पक) आम धर (प्रगुण 24 दूबारा) 
4 आए ईु-२+ “४(5-<) 











१८१ 
ड्ड डर ००5५ 005 कं 
0 ००४ % ड+ आह हि 


है लक 
3 शाह +/0०085 
इसलिए 0 बी 5 ऊ+ 0०085 0७05% 


नर जई 7, 
मत बॉडी 3 टर 
पल | 4 [&]| > 


+>| के 


अत; ॥ | 


5 त 
उदाहरण 6 | ८ [४+2 [०४ का मान ज्ञात कीजिए। 
हल हम जानते हैं कि 


| +2| ४+2, यदि ४>-2 
हि धर ब्ध्ड भ 
- ४-2, यदि &<- 2 


5 -4 5 
इसलिए | |++2 «5 | |#+2|%+ |_, #+2« 
रु 5 च्छै 
+ | (ै४-2)%+ |_ (+2) #% 

-5 हक 


| 2 2 2 र्ऊ 
“| 97» *[5**| 
जे ने 


2 2 2 


522 ध +0 + 2>+0- न 4) 


निश्चित समाकलन 75 


(९2 प्रगुण दूवारा) 
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_ 4,225 25 _ 
. * 4+ ठ ने पे 29 


85 न 
उदाहरण 47 ॥ & ४2-> 4४ का मान ज्ञात कौजिए। 


8 हि 
हल मान लीजिए कि «|, >४2-> 4६ तब _ 


2 ५ फंहउज मं 
शा ड |, (2-2(2-(2-२) # (०4 प्रगुण द्वारा) 


॥| 


| प (2- 2) कट 


॥ 
लक 
| 

भला 
छः 
5 
रू 
ट्ः 





हट 
उदाहरण 8 |; आग ००७ # ८४ का मान ज्ञात कीजिए। 
] 
हल मान लीजिए कि ॥> | झा 2005 < ८: 
नह 


00 ज+ आए 2 0086 5, जहाँ 
ह (>>) 5 आए (-%&) 0086 (-- 5) ₹ - शा | 2086 & 55 -/ (४) 
' अर्थात्‌ .. /(0, » का विषम फलन है। ह 
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इसलिए प्रगुण 77 (0) के अनुसार 
[-0 


दा 

ड ह 

उदाहरण 9 | ००४ < ८४ का मान ज्ञात कीजिए। 
जग 
या 

हल हम देखते हैं कि ००४? », » का सम फलन है। 


' 844 | दर 
इसलिए | १ 005 > व४ - | #॥ 55४54 - [प्रगुण ?7 () द्वारा] 
ह + : 


यू 4 
4 (]+ 0082. 5 
क्र 2| 7 कक कम कदर रू | (+ ९०5४2:) 4४ 


उदाहरण 20 | 3 ८४४ का मान ज्ञात कीजिए। 
5 ]+चरीक्षा> 


बु. वए 
हल मान लीजिए कि 7 हक बल जरा 


००४५ 7० ; 
ण्त्ड्ड ने बडा | () 


लि ० ले 
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__अकिहज रू राहुल बट ह 
| पद (प्रगुण 73 द्वारा) 
(6 62)*(०० ३7677) 


| झा | 77३५ 
बलाुण औ + ४०052 (2) 


() और (2) को जोड़ने पर हम पाते हैं कि 


(4 


275 | बल >> _ट गण 


इसलिए [छू 


[4 
उदाहरण 2 | * ]08 आ॥» ४४ का मान ज्ञात कीजिए। 
0 


ग 


हल मान लीजिए कि ॥5 हे 608 शभाज #४ 


ग्र 
तब [< [६ 06:80 | डे | प्रः ु (प्रगुण 24 द्वारा) 


ँ4 
या ।9 ]02 ००5 > ५ 


। के दोनों मानों को जोड़ने पर हम पाते हैं कि 


मम 
2< [ (॥08 आ। ४+ 098 0०5:) ८४ 
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| भ 


न थ ([08 आं05 2085+022-0282) 658... 008 2 को जोड़ने और घटाने पर) 
0 


मा 


पके | 2 (0028 2 थंग्र 0052 -702 2) ८४ 
0 


7 ग्् 


न | 2:32 कं 2298 "| 2 [०82 
0 0 


प्रथम समाकलन में 2 / रखिए। तब 2 ८४ + ०7४ 


१(4 


इसलिए, शान 68 झी।/ ८/- २ 082 
2०0 2 


प्र 


न 5| 2 [08 आ। 4-टं 082 ..... (प्रगुण 6 दूवारा क्योंकि आ। (5-0 5 अं 2) 
0 


१। | 


न | 2 [058 झं।> दें: लि [0०22 (चर ४ को » से बदलने पर) 
0 


न्‍त्- तर ]0282 


7ए 


*ल् 
इसलिए | ]08 छत डझध्४ ८ दा ॥0४2 
0 


प्रश्नावली 3.4 
निश्चित समाकलन के प्रगुणों का प्रयोग करते हुए निम्नलिखित का मान ज्ञात कीजिए। 


47 3 
2 2 व: 
3 

2 > +005 


ग ग्रष 
, | ब 2०092: 4४ 2. 2 

0 * 54 
थ्द्र 
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व 


3. | ड़ 
0. झं।7# +0057:% 


0 


*(]- ० श् | 6. 


च्चें 


पर; | 
न्‍ | 2. (208 अंग्र:--08 आंत 22) 4. 8, 
0 


१॥ 

9. | 2 608> बट... न्‍ 0. 
जन (4 
"प् 
है 

44. ५ झा] '> थे; 2. 
रा 


श्त्रा 5 हि 

3, | ०05 5 ४ 44. 

* म् जाई 

| 33% 3 विद £:2,/ 2, की थरंट्र 6, 
डं ३88 > +/005 % 

निम्नलिखित का मान ज्ञात कीजिए। 
# (4 

है ||, 028(।+ ००४२) ०४ 8. 


०09४7 - दं५ ५ 4. 


5 |४-5| ८६ 


पर 
| 4 ]08 (+87 >) व: 
0 


ग़ः 


| 2 झा? > दंड 
जा 
2 


|| मर हद 
0 4+छााड 


ज व 
शा। ४ + 0057 


4] 
| ठ 
0 


| द 008 % क् 
0 ०008: के शा | 75% 


सिद्ध कीजिए कि [है 87 ४ -- 003: क5 0 


]+शा) ०085 


| ग्राड ००55 


84% + 009 <% 


3 
| ठ 
0 
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4 5 
]9. | [४-]| ०% 20. | [#- | क- 
0 2 
| ॥] 3 वं 50. | बी 8 । 
9. कर सकल पलाह शत: आकार कक 22, 008 5 
का 0. ६: 0057 ४+ 8 शं7 > | 0 


8. ५5 * 

हा ६ ॥॒ ब2+घ-> ् 

83.6 आनप्रयोग (#[जुऑऑप्ज्षा।णा 5) 
पिछले अनुच्छेदों में हम निश्चित समाकलनों के मान निर्धारण के सरल ढंग के लिए समाकलन गणित के : 
दूवितीय आधारभूत प्रमेय का प्रयोग किए हैं। इस अनुच्छेद में... 

हम निश्चित समाकलनों के विभिन्‍न उपयोगों में से कुछ एक | 
का संक्षिप्त अध्ययन करते हैं। 
 ॥3,6,] 6) वक्र / 5 (0, *-अक्ष और कोटियों &>« और 
>< ४ से घिरे हुए क्षेत्र का क्षेत्रफल & (आकृति 3.5) 
निम्नलिखित दूवारा निरूपित होता है। 


मद |  (>) कर | 





इसे हम निम्नलिखित ढंग से भी लिख सकते हैं, 


को ह 
2 प्य | जद 


धर 


आकृति 43.45 


60) वंक्र £« ५(७), »-अक्ष और रेखाओं #>८, /- ४ से घिरे क्षेत्र का क्षेत्रफल (आकृति 3,6)। 


! धे 
रस | » 49 द्वारा भी निरूपित होता है। 


722 गणित 





उदाहरण 22 वक़ ४ ५ 45, ४ ८ ), 254 और >-अक्ष से प्रथम पाद में घिरे क्षेत्र का क्षेत्रफल ज्ञात कीजिए। 


हल क्षेत्र 707२७ का अभीष्ट क्षेत्रफल (आकृति 3.7)। 


हल | ह 2४% 4५ 


, 


4 28 





आकुति 43,7 


उदाहरण 23वक्र #< 69, 795 ], 954 और +-अक्ष से प्रथम याद में घिरे क्षेत्र का क्षेत्रफल ज्ञत कीजिए। 








कि किन, मन कस का 3 कब कप लाफिक कल बज आल मल आए 22३ आ5 20७2 
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हल क्षेत्रफल (आकृति 3.8) दूवारा निरूपित, निम्नलिखित दबारा प्राप्त होगा। 





पथ | 4.9 वंः 
4 
3 
2 
ही 
4 ठु 
2 क्‍ 
3 3 
न डे “| 
उ हे 
छ् 8५ [5-९ आकृत्ति 3,48 
3 3 ः 
उदाहरण 24 दीर्घ॑वृत्त 
रा ह 
ग िल् न से घिरे क्षेत्र का क्षेत्रफल ज्ञात कीजिए। 


ञ्रॉ 
हल दिए समीकरण को हम » 54 [! पे ह] के रूप 


में भी लिख सकते हैं। हम देखते हैं कि वक्र #-अक्ष 
और 5-अक्ष के परितः सममित है, (आकृति 3.9)। 
इसलिए अभीष्ट क्षेत्रफल, प्रथम पाद में स्थित क्षेत्रफल 
का चार गुना है। 


भर डक # ०2 किओ 


इसलिए अभीष्ट क्षेत्रफल के लिए हमें तन |, ४9-०४ की गणना करके 4 से गुणा करना है, 





प्रथम पाद में 


आकृति 3.9 


१724 गणित 
2 0 पा कि ' 
अर्थात्‌ 8-44 9-५१ 4५४ 
>> 3 8।00 रखिए। तब ०:53 ००४० ४8 
इसलिए  ' 09७2 ब्ः्3 908 
जब . ४50 तो 850 और ४३3 तो 95 5 


जैसे-जैसे 2, 0 से 3 में परिवर्तित होता है, वैसे-वैसे 8, 0 से हर में परिवर्तित होता है। 


इसलिए ४ ८ तर [॥ 9-+ ६ 


244 
%9 | 2 (०४26 00 
9 


५3] ०० 


ह। | 
4 मा 
चर कु ( (।+ 00520) 40 


प्रा 


20 86 5 2 
पथ (2 89+-7 शआं॥29 
| 2 0 


[2 55 | 
ने [2 [ +*“&77- 0 
4 52. 

न 5 


3.6.2एक वक्र और एक रेखा से पिरे क्षेत्र का क्षेत्रल (7986 द्रव शीह#2 क्द्‌दांगा 87फब॑ध्व १? 


ब2ए्राए2 बाधवं 4 ०) इस अनुच्छेद में हम एक रेखा और एक चृत्त, एंक. रेखा और एक परवलय, तथा एक 
रेखा और एक दीर्घवृत्त से घिरे क्षेत्रों का क्षेत्रफल ज्ञात करेंगे। 


उदाहरण 25प्रथम पाद के सस क्षेत्र का क्षेत्रफल ज्ञात कीजिए, जो >-अक्ष, रेखा »5« और वृत्त 
४+ 97 «32 से घिरा हो। . 
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हल दिए समीकरण हैं : 
; आना दे (्‌ ) 
7 + | - 232 ॒ (2) 


() और (2) को हल करने पर हम पाते हैं, कि रेखा और वृत्त प्रथम पाद में बिंदु ? (4, 4) पर मिलते हैं 
(आकृति 3.20)। 70५ लंब खींचिए। 





ह 5 
इसलिए अभीष्ट क्षेत्रफल & - त्रिभुज 079 का क्षेत्रफल + ः कर > धें 







अब वृत्त का प्राचल समीकरण 
४4५2. ००89, / 54४2 90 हैं। ' 


तब बन -4४2 ह॥0 40 


जब _ ४4, तो 05 हर जब £>4४2, तो8-0 


आकृति 43.20 


. इसलिए कस ठ »% 494 + | (4४20 |] (- 42आझञ00 ) 40 


+7 [-- 00820 
+ 8+32/[ गा 


47 


| हि ॥. 4 
कि जी | हर 3! - 8+ ७ मा | -0 
2 2. 4 2 





न 8+ 477 -- 8 ८ 47 
उदाहरण 26 परवलय #-<>? + 2 और रेखाओं 95» >-50 और »-3 से घिरे क्षेत्र का क्षेत्रफल ज्ञात 
कोजिए। 


हल परवलय का समीकरण /»>>“+2 है। »>> एक रेखा का समीकरण है, जो परवलय से नीचे है। रेखा 
>> 3, परवलय से बिंदु? (3, 8) और »->से बिंदु. 0 (3, 3) पर मिलती है। क्षेत्र जिसका क्षेत्रफल अभीष्ट 


है, आकृति 3.2] में छायांकित है। 'चूंकि | (<+2|#, ,<+ 2, «0, »50 और ४-3 से घिरे 
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क्षेत्र के क्षेत्रफल को निरूपित करता है और कं म््वः 


रेखाओं »₹>»>, 7 0, ४5 0 और > 53 से घिरे क्षेत्र 
के क्षेत्रफल को निरूपित करता है। अतः आकृति को 
देखने से स्पष्ट हे, कि अभीष्ट क्षेत्रफल 000? 


[ ([ अर + 2] धं- हि > ८६ है। 


/ ?(3,॥) 


3 3 ह 
इस प्रकार *5| (४ +2) ४-| डक 
0 0 


2 2 न्‍ 

उदाहरण 27 दीर्घ॑वृत्त हे + रद < और कोटियों ४-७८ और #-0 से घिरे क्षेत्र का क्षेत्रफल ज्ञात 
कीजिए, जहाँ 82-०१ (] - ७) और 6<॥ 
हल अभीष्ट क्षेत्रफल (आकृति 3.22)। 


2 धर ५४ 


32758 दा लक 
ध्फ9 





20 | > कि 2 छा . आकृति १3.22 
नी 
4।2 2 द् 


29 हे वि कक 
स्ल््णा [० रवि -4* ८ कद आय «| 
थ्ध् . 
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रू ६8 [बरी ८ +झ्ंग | 


प्रभ्नावली 3.5 


, प्रथम पाद में वक्र ७259०, रेखाओं ४->2,%54 और >-अक्ष से घिरे क्षेत्र का क्षेत्रफल ज्ञात कीजिए। 

, प्रथम पाद में वक्र #«४-2, रेखाओं ४54, ४>6 और >-अक्ष से घिरे क्षेत्र का क्षेत्रफल ज्ञात कीजिए। 
प्रथम पाद में वक्र 254», रेखाओं 952, »54 और >-अक्ष से घिरे क्षेत्र का क्षेत्रफल ज्ञात कीजिए। 
। प्रथम पाद में ४? 9-3, 954, 96 और >-अक्ष से घिरे क्षेत्र का क्षेत्रफल ज्ञात कीजिए। 


, दीर्घ॑वृत्त के हत्या से घिरे क्षेत्र का क्षेत्रफल ज्ञात कीजिए। 


रो 


, दीर्घवृत्त “-+ ] से घिरे क्षेत्र का क्षेत्रफल ज्ञात कीजिए। 


, प्रथम पाद में »-अक्ष, रेखा ४-3 » और वृत्त #+%१«4 से घिरे क्षेत्र का क्षेत्रफल ज्ञात कौजिए। 


, वृत्त £१+#7« «4? के रेखा ४८ दर से कटे छोटे भाग का क्षेत्रफल ज्ञात कीजिए। 


, परवलय #>४+ | और रेखाओं #5»,४50 और 52 से घिरे क्षेत्र का क्षेत्रफल ज्ञात कीजिए। 

, परवलय 95» और रेखा »₹> से घिरे क्षेत्र का क्षेत्रफल-ज्ञात कीजिए। | 
, परवलय >>» और रेखाओं » |&| से घिरे क्षेत्र का क्षेत्रफल ज्ञात कीजिए। 

, परवलय 9#४«4०७ और रेखाओं ४-४ से घिरे क्षेत्र का क्षेत्रफल ज्ञात कीजिए। 

. वक़ 549 और रेखा &54/9-2 से घिरे क्षेत्र का क्षेत्रफल ज्ञात कीजिए। 


2 


रे ह 
« दीर्घ॑वृत्त ल्द्ु न रद >] से घिरे क्षेत्र का' क्षेत्रफल ज्ञात कीजिए। 
[/ 4 


2 डे 
, दीर्घवृत्त हे + हा - ] और रेखा हर + हर < ] से घिरे छोटे क्षेत्र का क्षेत्रफल ज्ञात कीजिए। 
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6, दीर्घवृत्त +८ बढ «| और रेखा मत्ासे घिरे क्षेत्र का क्षेत्रफल ज्ञात कीजिए। 
धर 


॥7. दो वृत्तों «2+%१७ ] तथा (४-) + »* «। से घिरे क्षेत्र का क्षेत्रफल ज्ञात कीजिए। 


8. त्रिभुज ७30 जिसके शीर्षों के निर्देशांक: &(2, 0), 8 (4, 5) और ( (6, 3) का क्षेत्रफल समाकलन विधि से 
ज्ञत कीजिए। 


री 


विविध उदाहरण (शाइटाठ॥ ,&धार08 एज ७ शाश ए8) 


१2१ 
उदाहरण 28 | रो एम + है 4४ का मान ज्ञात कीजिए। .६ 


हल मान लीजिए [ | € धट + ] कट 


/ 4 | श्ग 7 
च्5 [भण न ष्] ८ पा | लक रष्भू हि 5 ! ्ध्् हे ) €' धर 
4 4 2 4 2 


महल मी की. हि अल लगी 
6 फू ऊाओउ[ रे कया 


८४75.-३ |[ ८” +] 
इसलिए [+न्ों कद हा 
ह को 
5] 27. 2:82 कं 
या न ० / अ2८ कल ननञ+ 3-92 «+++-+2444 पजन+ ५० 
4 292 


या ए<- [८7९ +]] 
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* जा 
उदाहरण 29 ४“ -» &», का मान ज्ञात कीजिए, जहाँ » निश्चित धन संख्या है। इससे सिद्ध कीजिए कि 
'>त्रिज्या के वृत्त का क्षेत्रफल ॥#* वर्ग इकाई है। 

हल हम जानते हैं कि 
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५ >> कट ८ 2 कर झ-र +- आया | 
2 2 7 


हा है 5 का ह ही 2 अर / 
इंसलिए | ४2-27 दर: की -|॥ + आय मै: 
0 2 2 7 0 


;> 
् 


पट अल 
2 


कक 


4 


इस वक्र »₹ 2 _ ,2 को खींचते हैं। 





चूंकि #5|2 _+72 


इसलिए /7 #2-.४ अर्थात्‌ #+9?>+? के समतुल्य है। 


आकृति १3,23 


जो मूल बिंदु केंद्र तथा #त्रिज्या का एक वृत्त है। इसलिए हु  जक 4४, वृत्त ४ + 9 ८ # , <-अक्ष, कोटियों 
>>0 और »-/» से घिरे हुए क्षेत्र का क्षेत्रफल है, अर्थात्‌ यह वृत्त के प्रथम पाद में स्थित क्षेत्र के क्षेत्रफल को निरूपित 


2 
करता है, जैसा आकृति 3.23 में प्रदर्शित है। इसलिए # -त्रिन्या के वृत्ताकार क्षेत्र का क्षेत्रफल - 4. न 5 गा वर्ग इकाई। 


उदाहरण 30 वृत्त #+ 9? 6 के उस क्षेत्र का क्षेत्रफल ज्ञात कीजिए जो परवलय 9? - 6» से बाहर है। 


हल प्रथम पाद में वृत्त «१+?>6 और परवलय »#१-6> का प्रतिच्छेद बिंदु ? (2, 2/3),जैसा आकृति | 3.24 में 
दर्शाया गया है। 
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अभीष्ट क्षेत्र का क्षेत्रफल & - वृत्त का क्षेत्रफल - परवलय में स्थित वृत्त का क्षेत्रफल 


2 4 
न ध्वा. अर है! ३६-2) > धंड 
2. हि है 4 लि, 
का 6 ;-2| हक ॥८-2 6-> 7 ८६ 
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# 67:- 2+/6 हि रे | पी6->* +_ का- 2. 
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आकृति 43,24 


हि 60-डु४6.2:2-2 | पीद-ाह6+्ञा- 2 6-4 - 20 ५ “| 
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उदाहरण 3॥ दो परवलयों |» और >& जल्‍ऊ | 
से घिरे क्षेत्र का क्षेत्रफल ज्ञात कीजिए। 


हल्व दोनों परवलयों के प्रतिच्छेदन बिंदु ?(,) है, 
जैसा कि आकृति 3.25 में प्रदर्शित है। 


री तन [ > ध४ - हा | बड़ 


का | अड क- | कर्क 


“कप ह 
हु 2 ् ] 
| 3 0 आकृति 43,25 
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अध्याय 3 पर वित्रिध प्रशनावली 
(एशवाडटाग॥ 405 एड्फारटाइड छाए टप्र&एाएार 3) 


मान ज्ञात कीजिए : 
० ५ मे पर न हु 
| >> -शाडऊड क्ष | न ग्र 
गा ८€* शा पं 
[. डर 8 पृ०ठघ> 2 का 
पे 2 2 थे | न ह् 
3. €* 6005 £ शा काम जा 
| 4 2 ; 0 00$7% +आ> 
ह 75 ह ब्ु ' डगा ॥ + 005 
|] 2 ९0०52 धंड हलक < कर 
लक अर का 6. धक्के रूम +ला कक 
0. ७0०82 % +487॥ ६44 था 27 


6 
7. परबलय »? -4< के अंतर्गत वृत्त 4: +4>* -9 का क्षेत्रफल ज्ञात कीजिए। 
8. दो परवलयों 4५95» और 4:59 से घिरे क्षेत्र का क्षेत्रफल ज्ञात कीजिए। 
9, वक्र 37544 (४५- !) और रेखाओं 5 ] और #5-4४ से घिरे क्षेत्र का क्षेत्रफल ज्ञात कीजिए 
0. परवलय >> 9, रेखा 7--<४+2 और >-अक्ष से घिरे क्षेत्र का क्षेत्रफल ज्ञात कीजिए। 


डं ., _ 
4. सिद्ध कीजिए कि | 0 “०05४ 0-0 
0 


]+छा] | ७2055 


निम्नलिखित का मान ज्ञात कीजिए : 


हु हि ६4 ४ 
2 शा 5 व हे 4. शा: + 005: 
सु | 3 आकका एक पका 
ह॒ झंतर #+008 > 0 9+[0692> 
द् ह >> 


4, | 2 क 25 गा (आज) व: ई5, | छा [अश 7< |; 
0 न्‍ हि ।॒ 
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46. यदि [ः 357 द८- 8, तो 4 का मान ज्ञात कीजिए। 


7. यदि [ > ८५४ «0 और हा री क्र + हर तो & और & दोनों ज्ञात कीजिए। 
निम्नलिखित (प्र. 8 से 24) को सिद्ध कीजिए। 





है | 
] 2. 2 3 
8. | पा व्ः्-- न 689 ना 49, | ने € 2 नव 
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| “अ-न ऋा5 | 24, छत धंड न 77-]08 2 
९२ |; 5+306652 4 ६ शा | हम 
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22, हा झंग > बंध + ्ू 23. कि 277 + 4४ ८-]082 


]..... (4 
24, ५ शा किक्ल्य - 


25. क्षेत्र ((७,»):» < 4>, 4 +49* < 9) का क्षेत्रफल ज्ञात कीजिए। 


26. निम्नलिखित क्षेत्र की रचना कीजिए और समाकलन के प्रयोग से उसका क्षेत्रफल ज्ञात कीजिए। 
( 2, »)ः 0< 9 <& > 7 +3; 0 < 9&2%४+3, 05 ४ < 3) 


27, बक्रों /ः56४-» और 9-2 से घिरे क्षेत्र का क्षेत्रफल ज्ञात कीजिए। 


निम्नलिखित निश्चित समाकलनों (प्र. 28 और 29) को एक योगफल की सीमा के रूप में हल कीजिए। 
28 || ८३१ 4५ .. 29 ' 27 कक द 
' । * | 


निम्नलिखित निश्चित समाकलनों (30 और 3) को हल कीजिए। 


|| गए. हऋधाडऊड 


4 
0 5९02 + वा 5 ४2 |, 08 28 82 ) ०७ 
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+पप-+-+- 


ऐतिहासिक पृष्ठभूमि 


समाकलन गणित का प्रारंभ गणित के प्रारंभिक विकास काल से ही हुआ है। यह प्राचीन यूनानी गणितज्ञों द्वारा 

विकसित निश्शेषता विधि पर आधारित है। इस विधि का प्रारंभ समतलींय आकृतियों के क्षेत्रफल और ठोस वस्तुओं, 

के आयतन की गणना से हुआ। इस तरह से निश्शेषता विधि, समाकलनं विधि की प्रारंभिक स्थिति के रूप में 
समझी जा सकती है। निश्शेषता विधि का सर्वोत्कृष्ट विकास प्रारंभिक काल में यूंडोक्‍्सं (8000%78 440 8.0.) और 
, आर्किमिडीज (*०॥४४॥८००५ 300 3.0.) के कार्यों में पाया जाता है। 





कलन के सिद्धांत का क्रमबद्ध विकास ईसा के |7वीं शताब्दी में हुआ। सन्‌ 665 में न्‍्यूटन ने कलन पर अपना 
कार्य (॥20:७ ० #0%0॥) प्रवाहन सिद्धांत के रूप में प्रारंभ किया। उन्होंने इस सिद्धांत का प्रयोग बक्र के किसी' 
. बिंदु पर स्पर्शी और वक्रता-न्रिज्या ज्ञात करने में किया। न्यूटन ने व्युत्करम फलन की धारणा से परिचय कराया और 
.. इसको प्रति अंवकलज .( अनिश्चित समाकलन) या स्पर्शियों की व्युत्क्रम विधि (#एश8० (०॥00 ता क्रा2८आड) 
| का नामकरण किया। । 


. 684-86 के बीच में लैबनीज (8.८४७॥॥») ने एक प्रपत्र एक्टा इरोडिटोरियम (8० छाप्रआ०णा) में प्रकाशित 
किया और इसे केलक्यूलस सम्मैटोरियस ((०000$ $प्रग्रा0705) नाम दिया, क्योंकि यह अनेक अंततः छोटे 
क्षेत्रफलों के योगफल से संबंधित था, वहीं पर उन्होंने इसे योगफल के प्रतीक '#'दूवारा व्यक्त किया। सन्‌ 696 
ई. में उन्होंने जे. बरनौली (॥. 827900॥॥) के सुझाव को मानकर अपने प्रपत्र को कैलंक्यूलस इंटेग्राली ((१॥0७७५ 
[॥एट्टाओं) नाम में परिवर्तित कर दिया। यह न्यूटन द्वारा किए गए कार्य 'स्पर्शियों के व्युत्क्रम तरीका ([५श8० 
]श०॥०० ०872०70) के संगत कार्य था। ह 


न्यूटन और लेवनीजं दोनों ने पूर्णतः स्वतंत्र गंतव्य मार्ग अपनाया जो मूलतः भिन्‍न थे। तथापि उन दोनों के 
सिद्धांतों के संगत प्रतिफल तत्सम पाए गए। लेबनीज ने निश्चित समाकलन की धारणा का प्रयोग किया। 


यह निश्चित है कि उन्होंने ही सर्वप्रथम प्रति अवकलज और निश्चित समाकलन के बीच के संबंध को समझा। 


. निष्कर्ष यह है कि समाकलन गणित के आधारभूत घारणाओं, सिद्धांतों तथा अवकलन गणित से इसके प्रारंभिक, 
संबंधों का विकास पी. डे. फर्मा, आई. न्यूटन, ओर लेवनीज के कार्यों द्वारा !7 वीं शताब्दी के अंत में हुआ। तथापि 

“इसका औचित्य, सीमा की संकल्पना के आधार पर 9वीं शताब्दी के प्रारंभ में ए.एल. कोशी (&... 0४७०३) 

के द्वारा किया गया। अंत में ली सोफी (46 8०.06) का निम्नलिखित उद्धरण वर्णनीय है। ह 


ऐसा कहा जा सकता है कि अवकलन और समाकलन का प्रारंभ निश्चित रूप से आर्किमिडीज द्वारा हुआ, जिसका 
प्रयोग विज्ञान के विकास में केप्लर, डेंकार्ट, कैवेलिरी, फर्मा और वलीस...(ह छाल, 06808०3, (१४१क्षीथां, 
| ए्गाश शात ज्व्वा॥9'...) ने किया। महानतम खोज कि.' अवकलन और समाक्कलन परस्पर व्युत्क्रम संक्रियाएँ हैं' 
न्यूटन ओर लैबनीज दूबारा किया गया। 
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4,] भूमिका (000॥९॥#0॥) 


आइजक न्यूटन (8880 )९८७/०॥, 642-727) और गाटफ्रॉइड विलहेल्म फ्रेहर लैबनीज (300॥700 

एल छर्यादा । अर, 646-76) ने सत्रहवीं शताब्दी में हमें सिखाया कि । अंतराल में परिभाषित फलन . 
/ को स्वतंत्र चर के सापेक्ष कैसे अवकलन करते हैं, अर्थात्‌ दिए गए फलन / के परिभाषित प्रांत (200शथा॥) 

के प्रत्येक बिंदु पर /“(४) कैसे ज्ञात करते हैं। अतः प्रत्येक व्यक्ति के मस्तिष्क में स्वाभाविक यह प्रश्न उठता 

है कि “क्या इस क्रिया की प्रतिलोम क्रिया संभव है?" अर्थात्‌ 


एक फलन 8: -9॥२ (वास्तविक संख्याओं का समुच्चय) दिए. रहने पर क्या यह संभव है कि फलन 
/:- 7२ ऐसा प्राप्त हो जाए कि प्रत्येक ४६ ॥ के लिए //(४) 580) हो। आजकल इस समस्या को 
निम्नलिखित रूप में सूत्रबद्ध करते हैं 


कोई फलन £: [ -3॥२ दिया है। एक फलन /:-> 0, जो »5/(.) द्वारा व्यक्त है, ज्ञात करना है ताकि 


धं हैं रु 
+ 775 8(०) ्ध्त) " () 


ध्यान देने योग्य है, कि समीकरण () भौतिकी समस्या से संबंधित समय /पर एक कण (जो सरल रेखीय 
गति कर रहा है) के वेग »को ज्ञात करने का गणितीय प्रतीयमान है, जब उस पर / समय पर बल ७६) 
आरोपित हो, अर्थात्‌ » ज्ञात करना है, यदि 


॥॥ 
“7 () 


समीकरण (]) के रूप के समीकरण को 'अवकल समीकरण (अ.स.)' कहते हैं। इसकी औपचारिक परिभाषा 
बाद में दी जाएगी। 


अब सभी प्राकृतिक घटनाएँ चाहे वह भौतिकी, रसायन विज्ञान, जीव विज्ञान या मानव विज्ञान, भू विज्ञान 
इत्यादि या सामाजिक विज्ञान या अर्थशास्त्र की हों, को प्रतिरूपित करने में अवकल समीकरणों का प्रयोग होता 
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है। वस्तुतः किसी प्राकृतिक घटना के गणितीय प्रतिरूपण में अवकल समीकरणों की प्रमुख भूमिका होती है। 
अतः सभी अत्याधुनिक वैज्ञानिक अन्वेषणों के लिए अवकल समीकरणों के गहन अध्ययन कौ प्रमुख 
आवश्यकता है। 

44.2 परिभाषाएँ (9लीफरांध0प्ड) 


हम जानते हैं कि एक बीज गणितीय समीकरण अज्ञात चर राशि में एक बहुपद (जिसके गुणांक वास्तविक या सम्मिश्र 
संख्याएँ हों) को शून्य के समान करने पर प्राप्त होता है। उदाहरण के लिए ४-2 5 0, »? + 3ल्‍+ 2-0 आदि। 
'यहाँ अज्ञात राशि », जिसकी हमें खोज है, एक वास्तविक या सम्मिश्र संख्या है, जो दिए गए समीकरण को 
संतुष्ट करती है। हम यह भी जानते हैं कि एक अस्पष्ट समीकरण, एक ऐसा समीकरण होता है जिसमें अज्ञात 
चर राशि » के त्रिकोणमितीय / घातांकीय / लघुगणकीय फलन होते हैं, उदाहरणत: आ>%+ 008%< 0, ४ैं -50, 
॥08(/+ ४) 50 आदि। यहाँ भी अज्ञात राशि जिसकी हमें खोज है, एक वास्तविक या सम्मिश्र संख्या है, जो 
दिए समीकरण को संतुष्ट करती है। 


इन दो प्रकार के समीकरणों के विपरीत एक अवकल समीकरण ऐसा समीकरण है जिसमें हम ऐसे फलन 
के खोज में रहते हैं, जो इसको संतुष्ट करता हो, अर्थात्‌ जब अवकल समीकरण में अज्ञात को फलन से 
प्रतिस्थापित करते हैं तो वह एक सर्वसमिका बन जाता है। एक अवकल समीकरण की औपचारिक परिभाषा 
निम्नलिखित है। 


परिभाषा | अवकल समीकरण एक ऐसा समीकरण है, जिसमें कुछ अज्ञात फलनों के एक या 
अधिक अवकलज निहित होते हैं, जिन्हें ज्ञात करने की आवश्यकता होती है। 


एक अज्ञात फलन » : की बट है के कक . | से निहित कुछ अवकल समीकरणों द 
पर हद क् 
के उदाहरण निम्नलिखित हैं ; 
न न आं%, ह | ह (2) 
आकऊकछर0, - > (3) 
>»च्शां0 7, ेृ (4) 
(9) »४2 (४/)१ ७0, हु 5) 
४४%... (6) 


विभिन्‍न प्रकार के अवकल समीकरणों को समझने के लिए आइए हम अग्रलिखित परिभाषाओं पर ध्यान दें। 


जा 
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.. परिभाषा 2 किसी अवकल समीकरण की कोटे अवकल समीकरण में उपस्थित अज्ञात फलन के उच्चतम 
कोटि के अवकलज के कोटि द्वारा परिभाषित होती है। 

पूर्व उदाहरणों के समुच्चय में समीकरण (2), (4) और (6) प्रथम कोटि के हैं। समीकरण (3) द्वितीय कोटि 
तथा संमीकरण (5) तृतीय कोटि के हैं। 
टिप्पणी इस तथ्य की ओर ध्यान आकर्षित किया जाता है, कि उपर्युक्त (4) के समीकरण में अन्य समीकरणों 
(2), (3), (5) और (6) की भाँति हम उपस्थित अवकलज नामतः »' का बहुपद नहीं पा रहे हैं। इस प्रकार 
के अवकल समीकरणों के अध्ययन में विशिष्ट ध्यान की आवश्यकता है। अत; इस प्रकार के समीकरणों 
को इस पुस्तक में विचारणीय समीकरणों से परे रखा जा रहा है। यहाँ हम केवल उन्हीं अवकल समीकरणों 


की चर्चा करते हैं, जो संभी अवकलजों में बहुपद हों। निम्नलिखित परिभाषा केवल इसी कोटि के अवकल 
समीकरणों से संबंधित है। 


परिभाषा 3 अवकल समीकरण जिसके पद अबकलजों में बहुपद हों, तो वह घातांक (धनात्मक पूर्णाक) जो 
उच्चतम कोटि के अवकलज पर प्रयुक्त हो, उसे उस अवकल समीकरण की घात कहते हैं। 

उपर्युक्त उदाहरणों के समुच्चय में समीकरणों (2), (3) और (6) में प्रत्येक की घात एक है, जबकि 
समीकरण (5) की घात दो है। समीकरण (4) की घात परिभाषित नहीं है, क्योंकि यह »” में बहुपद नहीं है। 


उदाहरण निम्नलिखित अवकल समीकरणों में से प्रत्येक का कोटि तथा घात (यदि परिभाषित हो) ज्ञात 
कीजिए : 


2 
0) #+3//+2950 (४) # -भाय 90 


क्ष) (3१) +००७४४/८० ए07 22060 :/४ ४) 

हल (6) इस अवकल समीकरण में उच्चतम कोटि अवकलज, जो उपस्थित है, वह »” है, अतः इसकी कोटि 

दो है। यह »” और / दोनों में शून्य से समीकृत बहुपद से बना.-है, अत: इसका घात वह घातांक है, जिस 

तक /»” का घात है, नामतः | है। ह 

(0) इस अवकल समीकरण में उच्चतम कोटि का उपस्थित अवकलज 9'है, अतः इसकी कोटि | है। इसमें 
»' का बहुपद शून्य के समीकृत उपस्थित है (यद्यपि » में बहुपद नहीं है), अतः इसका घात वह 
घातांक है, जिस तक »' का घात है, नामत; 2 है। 

(#) इस अवकल समीकरण (अ.स.) में उच्चतम कोटि का उपस्थित अवकलज »” है, अतः इसकी कोटि 
2 है। इसका बायाँ पक्ष »'में बहुपद नहीं है, अतः इसकी घात परिभाषित नहीं है। 

0५). इस आ.स. में उच्चतम कोटि का अवकलज )” उपस्थित है, अत: इसकी कोटि 3 है। इसका बायाँ पक्ष 


प्रत्येक अवकलज », 9”, 9” में बहुपद है, अत: इसका घात वह घातांक है, जो >* की घात है, 
नामतः | है। 
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टिप्पणी ध्यान दीजिए कि एक अवकल समीकरण की कोटि और घात (यदि परिभाषित है), तो वह सदैव 
धन पूर्णाक होते हैं। ह 


प्रश्चावली 44.] 
निम्नलिखित प्रत्येक अवकल समीकरण की कोटि ज्ञात कीजिए। 


ः #+3950 2. छ#क+छच्डटों 3, #+29न्धाग> 
4. आ+क न 5. रू ]+/9+ # . 6, #+4950 
7. ;+४+2/+/> 0 ह .... 8. #+(/)+295<0 9, ॒ शी +>न्शआंऊ 
80: ४४%) । 


निम्नलिखित प्रत्येक अवकल समीकरण की घात, जहाँ कहीं संभव हो ज्ञात कीजिए। प्रत्येक की कोटि भी. 
ज्ञात कीजिए। 


॥. #+5/50 .._2, /+6)7+>«०0 3. (9)?+»7-<0 
क्‍4. (9)7+/9+/>0 45. हा 46, #+27+छं7950 
5 के आज 2 8. (2”)+(७77+(७१+र 50 

9.  »0+३7+)7+9/+>#0 | 20, >+>+०?-0 


4.3 अवकल समीकरण का निर्माण (70क्‍्रात्रधंणा ० जतलथाधंतों 000880॥5) 


सर्वप्रथम हम निम्नलिखित उदाहरणों द्वारा स्पष्ट करते हैं कि एक अवकल समीकरण द्वारा कैसे वक्रों के 
कुल (7्व79 ० ०पाए०७) निरूपित होते हैं। 


उदाहरण 2 वह अवकल समीकरण. प्राप्त कीजिए जिससे समांतर रेखाओं ,का कुल »>5 2%+ 0 निरूपित 
होता है, जहाँ [(: (€ २) : प्राचल] है। 


हल हम समांतर रेखाओं के कुंल 9 (आकृति 4.) पर विचार करते हैं। 
ए:»52%:+९', जहाँ 0! (€ ४): प्राचल हे। ््ि () 


' 0 का प्रत्येक निर्दिष्ट वास्तविक मान परिवार (कुल) 7 के एक सदस्य को निर्धारित करता है। उदाहरणतः 
>> 25-7, » 2, 9» 2£+] इत्यादि (आकृति 4.)। 
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हमें एक संबंध (समीकरण) प्राप्त करना है, 
जिसे 7? का प्रत्येक सदस्य संतुष्ट करता हो। 
अतः अभीष्ट संबंध प्राचल (? से स्वतंत्र होना 
चाहिए। यह (]) को » के सापेक्ष अवकलित 
करने पर प्राप्त होता है, अर्थात्‌ 


हि 4 
85 2 (<€८ ६) (2) 


इस प्रकार अवकल समीकरण (2) समांतर 
रेखाओं के कुल ए, जो समीकरण () द्वारा 
प्रदत्त है, को निरूपित करता है। 


टिप्पणी ध्यान दीजिए कि समीकरण (]) | 
अवकल समीरकण (2) का पूर्वग (777॥77५०) कहलाता है। 





आकूंति १4.74 


उदाहरण 3 वह अवकल समीकरण ज्ञात कीजिए, जो सरल रेखाओं के कुल >« #:८+०८ को निरूपित करता 
है, जहाँ 8, ८ (८ ४२) प्राचल है। 


हल यदि हम रेखाओं के कुल $ पर विचार करें, जहाँ 
8:/5#0८+८०,[#, ८ (६३) : प्राचल ] () 


तब वह संबंध जो दोनों प्राचलों #, और ८ से स्वतंत्र हो, की प्राप्त करने के लिए हमें (!) को दो बार अवकलन 
करना होगा। 


४/_49०_ 

है? हा का 

»_72 

»नजइात9 (2) 
भ] 


अतः अवकल समीकरण (2) समीकरण () दूवारा निरूपित रेखाओं के कुल 3 को व्यक्त करता है। 
टिप्पणी उदाहरण (2) की भाँति समीकरण () को आ.स. (2) का पूर्वग कहते हैं। 


उदाहरण 4 उस अवकल समीकरण को प्राप्त कीजिए जो उस वृत्त के कुल को निरूपित करता है, जिसका 
केंद्र >-अक्ष पर हो तथा त्रिज्या | मात्रक हो। 
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हल एक वृत्त, जिसका केंद्र -अक्ष पर, मान लिया (७, 0) तथा त्रिज्या एक मात्रक है, का समीकरण है : 
(+४-०)+# ल्‍। । 


इस प्रकार वृत्तों का कुल ०, जिसका केंद्र &-अक्ष पर है तथा त्रिज्या एक मात्रक है, निम्नलिखित है 
(आकृति 4.2)2: 


0: ८-०) +>-, . [#, ०८ (८१२) : प्राचल] ह द () 
८ के विभिन्‍न मानों के संगत हम कुल 0 के विभिन्‍न सदस्यों को प्राप्त करते हैं। उदाहरणतः 

>&+ 9], 

(४-१) + »* ७१, 


(:+) + 9 -॥, इत्यादि। 





उस संबंध को प्राप्त करने के लिए जो कुल ८: को निरूपित करता है तथा प्राचल ८ से स्वतंत्र है, हम 
(() का अवकलन करके पाते हैं : 


थ! 
(४-४)+ से 0 (2) 


ध्यान दीजिए कि (2) अब भी प्राचल & से स्वतंत्र नहीं है। अतः (० से स्वतंत्र) अभीष्ट संबंध को प्राप्त करने 
के लिए हम () और (2) के बीच ४ का विलोपन करते हैं। इसके फलस्वरूप पाते हैं कि 


ड़] | द 09) 
संबंध (3), प्राचल ८ से स्वतंत्र होने के कारण कुल (८: (वृत्तों का कुल जिसका केंद्र >-अक्ष पर तथा त्रिज्या 
। है।) को निरूपित करता है। 
टिप्पणी 
. उदाहरणों (2) और (3) की भाँति, () अवकल समीकरण (3) का पूर्वग कहलाता है। 


2. यहाँ यह ध्यान देने योग्य है कि उदाहरण (2) में दिए गए वक्रों के कुल को निरूपित करने वाला अवकल 
समीकरण प्रथम कोटि तथा प्रथम घात का है। उदाहरण 3 में दिए 2 प्राचल वाले वक्रों के कुल को 
निरूपित करने वाले अवकल समीकरण की कोटि द्वितीय तथा घात एक है। उदाहरण 4 में दिए एक 
प्राचल वाले वक्रों के कुल को निरूपित करने वाले अवकल समीकरण की कोटि एक तथा घात दो है। 
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4.3.] एक दिए वक्रों के कुल को निरूषित करने वाले अवकल समीकरण का निर्माण 
(#एमबांगा गी #2 वॉशिशावों रबुप्रधराहणिा #दा 79 -ट्शटडटाएई व झा दिए ए॒ी टापाए८७) 
उदाहरणों (2), (3), (4), में हम देख चुके हैं कि वक्रों के एक कुल को निरूपित करने वाला अवबकल 
समीकरण कैसे प्राप्त किया जाता है। इस अनुच्छेद में हम उसी समस्या का व्यापक रूप में अध्ययन करते हैं। 


(४) यदि बक्रों के दिए कुल 7. में केवल एक प्राचल है, तब यह निम्नलिखित रूप के समीकरण दूवारा 
निरूपित होता है 


ए :/(४,०) 50; [८ (८ 7२) : प्राचल] .. () 
()) को » के सापेक्ष अवकलन करने पर हम एक संबंध जिसमें », », /” और ८ निहित हैं, पाते हैं, अर्थात्‌ 

8(७, », »*, 4) 50 (2) 
अभीष्ट अवकल समीकरण () और (2) के बीच ८ का विलोपन करने पर निम्नलिखित रूप में प्राप्त होता है 

#(७४, », 250 ह (3) 


अवकल समीकरण (3) वक्रों के कुल 77, (उदाहरण 2 और 4 देखिए) को निरूपित करता है। इस प्रकार 
समीकरण () अवकल समीकरण (3) का पूर्वग है। 


(७) यदि बक्रों के कुल का समीकरण 7. दो प्राचलों पर निर्भर रहता है, तो यह निम्नलिखित रूप के 
समीकरण दूवारा निरूपित होता है। 


9 :/(>, »,१,७) 5 0 [०,४(८ 7२) : प्राचल ] े (4) 
(4) को + के सापेक्ष अवकलन करने पर हम », », 2”, ०, ४ से निहित एक संबंध पाते हैं 
8(५,»,»“,०,0) 50 (5) 


परंतु दो संबंधों (4) और (5) से दोनों प्राचलों ८ और & का विलोपन संभव नहीं हो पाता है, हमें एक तीसरे 
संबंध की आवश्यकता है। तीसरा संबंध (5) को » के, सापेक्ष एक बार और अवकलन पर प्राप्त होता है, 
जिसका रूप 


गा व,050 है।  -- -. ., (6) 


अभीष्ट अवकल समीकरण (4), (5) और (6) से प्राचलों ८ और ४ के विलोपन से प्राप्त होता है (उदाहरण 
4 देखिए)। 


उपर्युक्त विवेचनाओं से स्पष्ट हे कि * 
0) एक प्राचल पर निर्भर वक़ों के कुल को .निरूंपित करने वाला अवकल समीकरण प्रथम कोटि का होता है, 
(0) दो प्राचलों पर निर्भर वक्रों के. कुल को निरूपित करने वाला अवकल समीकरण दूवितीय कोटि का होता है। 
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' बस्तुत: # प्राचलों पर निर्भर वक़ों के कुल को निरूपित करने वाले अवकल समीकरण की कोटि #& 
होती है। प्राचलों पर निर्भर वक्रों के कुल को निरूपित करने वाला समीकरण, संगत अवकल समीकरण का ह 
पूर्व कहलाता है। 


उदाहरण 5वक्रों के कुल #/5>६८००४ (४+8); जहाँ & और ४ प्राचल है, को निरूपित करने वाले अवकल 
समीकरण को प्राप्त कौजिए। . जे 

हल शांत: है कि >,ध 008 (४+ 8) प () 
(0) को» के सापेक्ष अवकलन करने पर हम पाते हैं, कि 


आनि-८ आं॥ (४ + 2) * (2) 
(2) को » के सापेक्ष अवकलनन करने पर हम पाते हैं, कि । | 
उॉ<-द्व 005 पु] * | (3) 
(), (2) और (3) से ८ और 8 के विलोपन से हम पाते हैं, कि ._ । 
>9के 9४-७0 


थ्व 2 
या हक +» 0, जो अभीष्ट अवकल समीकरण है। 


_उबाहरण 6 9? 5 /# (०२-०४) के संगत अवकल समीकरण को # और ४ के विलोपन द्वारा ज्ञात कीजिए। 
हल ज्ञात है, कि >> # (ध? ->) ह , ह () 
(!) को » के सापेक्ष अवकलन करने पर हम माते हैं, कि 

29797 ८-20: 
या है गा (/2। ः ह ु (2) 
(2) को » के सापेक्ष अवकलन करने पर हम पाते हैं, कि 

(90 +क्रट> -क ह (3) 
समीकरणों (2) और (3) से ऋ का विलोपन करने पर हम पाते हैं, कि 

9/-« [* + 9४] 


या >> +> (9) - 9८0 
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व है धर) | - धो? 
लत -+>+ 0, 
या 59 नजें हल है ५ का 
जो अभीष्ट अवकल समीकरण हेै। 
ग्रश्नावली 4.2 


निम्नलिखित वक्रों के कुल को उनके संगत अवकल समीकरणों को निर्मित करके निरूपित कीजिए 
(५, ४ :'प्राचल )। 


के. ही +>(-क्ो ०]... 5. (:-६)-3र « 6. “+*«] 
अं +(#-० | - फन्‍क). 5 हल 
द 7. ह है: 7 9, . ४7२ | 
ष कप 5 आंक हि ह5 पु? *.. 7 न्‍थद्(ह न ) 


30.. (४-९ ८१4४-००) 
4.4 आमकल रापीकरणों के हल (डिक कड़क ७:७७ ३6) ह0॥83१5 ) 
चारेभाषा + अवकल समीकरण का हल एक फलन ५: -१॥२ (0 : एक अंतराल) ऐसा है, जिसे दिए अवकल 


समीकरण में अज्ञात फलन से प्रतिस्थापित करने पर बह अंतराल ॥ में सर्वसमिका बन जाता है। हम इसे ७ 


द्वारा संतुष्ट होना कहते हैं। हम ऐसा भी कहते हैं कि वक्र »5 ५ (४), 6 7, दिए अवकल समीकरण का 
हल-वक़र है। . 


दाह*ण ? सत्यापन कीजिए कि फलन क : ॥ ->28, जो 0(४)-55४+८०, »€ 72९, द्वारा व्यक्त हैं 
(०: प्राचल) अवकल समीकरण 


धर 
पर (८३६) का एक हल है। जा (]) 


हल स्पष्ट है कि (४) 55>+०, #€ 7२, दूवारा परिभाषित फलन ७, किसी भी वास्तविक संख्या ८ के लिए, 
अवकल समीकरण 


धर 
हा 53, (%€ 7२) 


को संतुष्ट करता है, क्योंकि ((४)55, ४८ २; 
: अतः ७ दिए अवकल समीकरण () का हल है। 
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टिप्पणी प्रत्येक वास्तविक संख्या ८, ५, (७) + 5४+ ०, ८ २;५५ द्वारा प्रदत्त एक विशिष्ट फलन 6, 
निर्धारित करती है। ७, को समीकरण () का विश्विष्ट हल कहते हैं। 


उदाहरण 8 सत्यापित कीजिए कि फलन ए, जो (3) + 3 ०08:४+ 87%, ४ € 7२ (७, 3 € ॥? और प्राचल 
हैं) द्वारा प्रदत्त है, अवकल समीकरण, 


 >/+»50 (८ छ) (0) 
का हल है। 
इल चूंकि फ (>) 54 ०05%+ छि 89, (2८ २) 
हम सभी ४ € 7२ के लिए पाते हैं, कि 
७/(>) 5-4 आं। 5 + 3 008: 
और (७) ८ --४ ०08: - छ 8: | 
इस प्रकार सभी ४८ के लिए :((४)+५(2) 50 


अतः यदि समीकरण () में फ़को » से प्रतिस्थापित करते हैं, तो सभी »€ ॥ और सभी ४, 9 € ए के 
लिए वह एक सर्वसमिका बन जाती है। 


इस प्रकार वास्तविक संख्याओं ५ और छ का प्रत्येक युग्म &, 8 समीकरण () का हल ७ परिभाषित करता 
है, जिसे ([) का विशिष्ट हल के रूप में निर्दिष्ट करते हैं। 


५ हल ४ 


/ ४“ कोई फलन (कोई भी प्राचल से स्वतंत्र), जो एक अवकल समीकरण को संतुष्ट करता है, उसे 
उस अंवकल समीकरण का विश्िष्ट हल कहते हैं। 


(४४५४५ ७ # प्राचलों पर निर्भर एक फलन 0, # कोटि के एक अवकल समीकरण का व्यापक हल कहलाता 
है, यदि सभी # प्राचलों को समुचित ढंग से चुन लेने पर दिए अवकल समीकरण के प्रत्येक हल 9 से प्राप्त 
हो जाएँ। 


'फलन ५।(४) 55%+2 («€ 7२) द्वारा परिभाषित फलन १,, अवकल समीकरण »'55 का विशिष्ट 
हल है। 


0१(४) >5%+८ (४€ 7२) (0 प्राचल . है) द्वारा परिभाषित फलन 0, />5, का व्यापक हल है, क्योंकि 
इसके सभी हल # से प्रांचल ० को चुनने के बाद प्राप्त किए जा सकते हैं। 


५] (+) ₹ 008%+ आड़ , ५०२ (४) ८ 20055 + 37 2, (+€ ॥२) द्वारा परिभाषित दोनों फलनों में से प्रत्येक 
'फलन ५,,५०, ै+»0 के विशिष्ट हल हैं। ह 


गा ु 
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(>) -+ ७ ००5२+ 3 ॥॥ 2 के लिए »€ ॥२ (जहाँ &, 8 प्राचल हैं )द्‌वारा परिभाषित फलन फ्ञ; 7२ -+ 
>”+»>0 का व्यापक हल है, क्योंकि प्राचलों ७, 8 के चयन करने पर इसके सभी हल प्राप्त किए जा 
सकते हैं। 


टिप्पणी एक दिए अवकल. समीकरण के हल प्राप्त करने की क्रिया को प्रायः अवकल समीकरण को. हल 
करना या अबवकल समीकरण को समाकलित करना कहते हैं। इस क्रिया की प्रविधि के दो प्रक्रम होते हैं -- 
प्रथम, दिए अवकल समीकरण का हल ज्ञात करना, अर्थात्‌ स्वतंत्र चर « और आश्रित चर 9 (मान लीजिए) 
को जोड़ने वाला एक ऐसा संबंध प्राप्त करना है,.ताकि संबंध (जिसे पूर्वण कहते हैं) में कोई अवकलज न 
हो। द्वितीयतः प्राप्त हल से यदि संभव हो तो 9 को » अथवा < को » के पदों में व्यक्त करना। 
4.4. प्रारंभिक मान समस्याएँ (##6&/ एद्/ंप्र८० 7728972४७) हम जानते हैं कि प्रथम कोटि का अवकल 
समीकरण एक प्राचल वक्रों के कुल को निरूपित करता है। दूवितीय कोटि का अवकल समीकरण दो प्राचल 
वक्रों के कुल को निरूपित करते हैं तथा इस प्रकार अन्य ऐसे कुल के एक विशिष्ट सदस्य को विशिष्ट 
मान प्रदान करने की आवश्यकता पड़ती है। इस प्रकार अवकल समीकरण के साथ ही साथ हमें कुछ और 
प्रतिबंधों (जिन्हें पूरक प्रतिबंध कहते हैं) की आवश्यकता पड़ती है, जिनसे प्राचल निर्दिष्ट किए जा सकते 
हैं। ऐसे पूरक प्रतिबंध सामान्यतः अज्ञात फलन के प्रांत के कुछ बिंदु पर अज्ञात फलन का निर्धारित मान 
तथा अवकलजों का मान प्रदान करके निर्धारित किए जाते हैं। उदाहरणत 


6) ९; () 5» (2) 52%+, (४& २) दूवारा प्रदत्त फलन 0, निम्नलिखित प्रतिबंधों 


आ(>3)52, 2()<3 
को संतुष्ट करता है। 


ध्यान दीजिए कि ७(४) 5 22+2 , सभी ४ € ४२ द्वारा प्रदत्त फलन ७, अवकल समीकरण »(»)52 का 
हल है, जहाँ & प्राचल है। । 
0) ५७५४ कर (») ु +7, («€ ३) द्वारा व्यक्त फलन ५४, निम्नलिखित प्रतिबंधों 

)7 (७) 2, #(0) 5, 0) कल 
को संतुष्ट करता है। ह 


ध्यान दीजिए कि ५(४) 5 > +/४+ 8, सभी » € २, द्वारा प्रदत्त फलन फ, अवकल समीकरण #”(४) 5७2 
के हल हैं, जहाँ &, 8 प्राचल हें। 


चूंकि सभी पूरक प्रतिबंध प्राय: परिभाषित अज्ञात फलन के प्रांत के केवल एक बिंदु दवारा निर्धारित किए 


जाते हैं, इन प्रतिबंधों को प्रारंभिक प्रतिबंध कहते हैं। एक अवकल समीकरण, जो इन निर्धारित प्रारंभिक 


प्रतिबंधों को संतुष्ट करता है, उसके हल को ज्ञात करने की समस्या को प्रारंभिक मान समस्या (प्रा.मा.स,) 
कहते हैं। के 
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उदाहरण 9 सत्यापन कीजिए कि $(») आग - ००४७ (€ २) द्वारा परिभाषित फलन 6, प्रारंभिक मान 
समस्या 3 आं>2+0०0082, (५ € 7२), »/0)5-! का एक हल हे। 


हल स्पष्टतः ९' (») हल ०888 +शा:> (2 ध्ट 7२) ;क्‍ - ह 
. अत; यदि हम » के स्थान पर दिए अवकल समीकरण में किसी » ८ ॥ के लिए 0, प्रतिस्थापित करें तो यह 
ए में एक सर्वसमिका बनता है। अतः दिए. अवकल समीकरण का ७ एक हल है। साथ ही ९(0)>- है। 
इस प्रकार प्रदत्त फलन 6 दिए गए प्रारंभिक मान समस्या का हल है। 


उदाहरण 0 सत्यापन कीजिए कि १() 502% सभी ४6 (0,००) द्वारा परिभाषित फलन #, प्रारंभिक मान 
समस्या २ (४ #0), >() 0 को संतुष्ट करता है। 


हल सभी »€ (०,००) के लिए यदि 0(») +।०४७ हो, तो हम पाते हैं कि सभी «८ (०,०) के लिए 
९/(७0<-- है। 
हि श 


अतः यदि हम दिए अंवकल समीकरण में » को 6 से प्रतिस्थापित करते हैं, तो उससे (०, ००) में एक 
सर्वसमिका प्राप्त होती है। इस प्रकार प्रदत्त फलन $ दिए गए अवकल समीकरण को संतुष्ट करता है। साथ ही 
(0०0, अतः दिया हुआ फलन 6 दिए गए प्रारंभिक मान समस्या को संतुष्ट करता है। 


उवाहरण ] दर्शाइए कि (७) 5 ००5४ (£८€ ॥२) द्वारा परिभाषित फलन 0, प्रारंभिक मान समस्या 
>7+><0, »(0) >, »(0)-0 को संतुष्ट करता है। 


हल 0५ (७) - ००४५ (+ € 7२) का अर्थ है कि सभी ४८ 8 के लिए ॥(>) 5-आ और ९” (> +-००४५ 


अतः यदि हम अवकल समीकरण में ७ को » से प्रतिस्थापित करते हैं, तो वह संतुष्ट होता है। साथ ही 
और ५0) 5०0, अर्थात्‌ # प्रारंभिक प्रतिबंधों को भी संतुष्ट करता है। अत: दिया फलन ७ दिए गए 
प्रारंभिक मान समस्या को संतुष्ट करता है। 


प्रशन्धखत्नों | |, + 
. निम्नलिखित प्रत्येक अवकल समीकरण के लिए सत्यापन कीजिए कि संगत फलन उसका हल है (अवकल समीकरण 
तथा उसके संगत फलन दोनों समूचे ॥२ पर परिभाषित हैं): 


हु #.... आऔ * ० क्र है डे ध् &; 
/ फऋन्‍नछट ; #... | ८ 008>% : ]+शआं>ऊ 
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3, #+9-2 : ८7४ +2 ५... #$ ऑअऑक2छरत0 : 2८४ 

|] >#+छ मज+ड ४. ८7+>5 5५ आफ छर0 * 0085-95 
7, ४7+495 0 ;: 3872४ है... ##7-#>0 ४ ढक 

; ( श «॥/% 2, ब्रीकऊ 8.. #7-0 : 2 +2%+] 


'निम्नलिखित प्रत्येक अवकल समीकरण के लिए सत्यापंन कीजिए कि संगत फलन उसका हल यथा वर्णित प्रांत में है 
(यहाँ », 86 7२ प्राचल हैं) : 





4. अज्छ (67२१0). : &> (£€ १६०) 

(3, &+)9770 (ड़, 90). : अर्पक -ह (४€ (-#.,.6)) 
43. कम कली (४€ 7२९(0)) (>८ 2५ (-#)) 
4. ४737 «] (>«€ ४ (०) जे खाते (८२ १(0)) 
5. >« 007 (8,४20... : प्र४३४) (८) 


सत्यापन कीजिए कि निम्नलिखित में से प्रत्येक फलन ५: ४ ->॥२, जो निम्नांकित विधि से परिभाषित है, संगत 
प्रारंभिक मान समस्या के हल हैं। 


९ (2) 5 आड़ : >#+»«0, » (0)50, /(0)<! 
९ (अं : #>>>»0)व 
की $ क्ोत्टक2 + ौ+#52,»0)5३ | 
पथ... $ (कैच ७+] ४ >”-//50, आ0)52, »(0)5 


४४. | (४) 2 +2>+] : 27 »0:-७ (0) -!, / (0) 52, ४” (0) < 

4.5 उखाकजी उ्ाखार्णां का अर्वीकारया (६ 38४४९ 602 हा 830॥77 7 0॥ 8 ह6]5॥045) 

अवकल समीकरणों का वर्गीकरण ग्रथमत: उनके कोटि के आधार पर होता है। प्रथम कोटि के अवकल 
समीकरण वे हैं, जिनमें केवल प्रथम कोटि का अवकलज होता है। इसमें अज्ञात फलन. के उच्च कोटि के 


अवकलज नहीं होते हैं। दो या अधिक कोटि के अवकल समीकरण उच्चतर कोटि के अवकंल समीकरण 
के रूप में निर्दिष्ट होते हैं। 


अवकल समीकरण 747 


अवकल समीकरणों का दूसरा वर्गीकरण उसकी रैखिकता को निर्दिष्ट करता है। एक अवकल समीकरण 
रैखिक कहलाता है, यदि अज्ञात फलन तथा सभी अवकलज अवकल समीकरण में रैखिक रूप में ही निहित 
हों, अर्थात्‌ उनके घात केवल एक ही हों, साथ ही वे गुणनफल के रूप में भी न हों। एक अऔरखिक अबवकल 
समीकरण वह अवकल समीकरण है, जो रैखिक न हो। उदाहरणतः 


#7+ »+0 एक रैखिक अवकल समीकरण है। 
>+ 9/+ >> 0 एक अरैखिक अवकल समीकरण है। 


अनुच्छेद [4.2 के अवकल समीकरण (2), (3) रैखिक है, जबकि अनुच्छेद 4.2 के समीकरण (4), (5) 
और (6) अरैखिक हैं। 0: 


डिणणी एक घात के अवकल समीकरण का रैखिक होना अनिवार्य नहीं है, उदाहरणत: »»“+-0 रैखिक 
नहीं है। 


4.6 प्रथम्म कोटि तथा प्रथम घात के अवकल समीकरण का वैकल्पिक रूप (80 #॥(शपाक्षत॑ए९ 
साया का के गिलडान0७चैश' गिडा-त062९. रए"शापंज एतुप्र//0ा) 
प्रथम कोटि तथा प्रथम घात का अवकल समीकरण 


>> हि +/(४,») ४८] (अंतराल) ह 
के रूप में होते हैं। । () 
समीकरण (]) को निम्नलिखित रूप में पुनरलिख़ित कर सकते हैं, 


[0 [हिं7/0)|०० 
जहाँ 0५9 मई 9 ( न 8०४)- है, () रु (2) 
रे हि ( | 

इस प्रकार [49 - /(>,»)5 ४] « न पक हल “(२ )| 0 [(2) के प्रयोग दूवारा] 


जैसे &«->0 तो 9- (&, »)8 ४-२ 0 


'बुए  /(>,))4% ७) 
के रूप में लिखकर व्यक्त किया जा सकता है। यह अवकल समीकरण () का वैकल्पिक रूप है! 
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4.7 प्रथम कोटि तथा प्रथम घात के अवकल समीकरण को हल करने की कुछ विधियाँ 
(80ग68 शीशी॥005$ 06 50शााए सीएडा- छा एल गिफडानपैस्ह्राए2 जिलिशाएंबों टितुप्॥॥0ा) 


इस अनुच्छेद में हम प्रथम कोटि तथा प्रथम घात के अवकल समीकरणों को हल करने की तीन विधियों 
की व्याख्या करेंगे। 


7 पृथक्करणीय चर' वाले समीकरण (0[(#घवल्कांा रबुा्रब्रग08 आए अद्ांब्रशॉ65 8९96/42/८) 
परिभाषा 7 प्रथम कोटि तथा प्रथम घात का अवकल समीकरण 


25 / (४9) की ह ह () 
के रूप का होता है। 
यदि फलन /, ह ह 
_ (»>05:#6)0 40) ै (2) 


का रूप धारण करता है, (अर्थात्‌ »के फलन और >के फलन के गुणनफल के रूप) तब अवकल 
समीकरण () के चर», » पृथक्करणीय कहलाते हैं। इस स्थिति में अवकल समीकरण () को वैकल्पिक 
. रूप में निम्नलिखित विधि से लिखा जा सकता है; 


-२.%/ 5४ (045५ यदि 9(9)#0 (3) 
4७9) . ह 


यदि #(») का पूर्वग 7(५) और नग्न का पूर्वग 00) हो, तो (3) का-अर्थ निम्नलिखित है ; 
4 (७ ॥ 


0(०)-7? (४ध)-८ (एक वास्तविक संख्या) | (4) 
इसे समाकलन संकेतन द्वारा निम्नलिखित रूप में व्यक्त करते हैं। 


] 
(क्ल/5? (0०४+0 | (5) 


इसे हम कहते हैं कि (3) के समाकलन से (5) प्राप्त होता है। इस प्रकार (5) अवकल समीकरण (]) का पूर्वग 
है, जहाँ /(«,»), (2) द्वारा प्रदत्त है। ह 


टिप्पणी शब्द ' पूर्वग' दो संदर्भो एक अवकल समीकरण और दूसरा फलन के संदर्भ में प्रयोग किया है परंतु 
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इससे कोई भ्रम नहीं होना चाहिए। दिए गए फलन /:7-> & के पूर्वग से हमारा अभिप्राय उस फलन 
8:7-> ऐ से है, जिसका अवकलज ४(») +/(>), ८ ४२ दूसरे शब्दों में »> & (2), (:८॥) अवकलन 
समीकरण 95 /(»), (४८ ]) का पूर्वग है। 


“उदाहरण 72 ४-७ लि नल हि (»#0) को हल कीजिए। | () 


हल अवकल समीकरण (]) को निम्नलिखित रूप में लिख सकते हैं 
वी) ₹-< धए 
इसके समाकलन से हम पाते हैं, कि 
ॉ >-+४#+0 े (2) 
स्पष्टतः 0 धनात्मक होना चाहिए; क्योंकि 050 का अर्थ ४5 »-0, अर्थात्‌ मात्र एक बिंदु, जो स्पष्टतः 
समीकरण (]) के हल को इंगित नहीं'करता है। अतः 05८7>0, 05०? (० >0) से हम (2) की सहायता 
से पाते हैं कि 
है +र4 ->२ , >€ [-4, 4] ह (3) 
- इस प्रकार प्रत्येक फलन ५, ५७ [-9,०]-२ १ जो 
ही 0 मर आर >€ [-०,०], 
और ५(०) ८ अब 5४ >€ [-०,८) 


द्वारा परिभाषित हैं, () के हल के रूप में विचारणीय हो सकते हैं। तथापि दोनों ५ और ५, ##<4 पर ' 
अवकलनीय नहीं है। इसलिए केवल फलन 


%१,७। :[-०,०]-> ४२ जो 

१ओकर्पव -ह,.. ४ €(-०,०), 
और ७(७) _-०२-७२, ४6 (-०,५) 
दवारा प्रदत्त हैं, ही (।) के हल हें। 


लिप्त उपर्युक्त उदाहरण द्वारा हम देखते हैं कि एक अवकल समीकरण एक अंतराल ] पर ही 'वैध हो 
सकता है, परंतु एक हल $,। के समस्त मानों के संगत परिभाषित नहीं हो सकता न्‍है। 
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ड्रॉ 





्‌ 
उदाहरण 3 “-++ कोहल कौजिए।... () 


व. 4+37* 
हल अवकल समीकरण (]) को वैकल्पिक रूप में निम्नलिखित विधि से लिख सकते हैं : 
[ रन 397 ० न 3> बड़ 
अतः समाकलन द्वारा हम पाते हैं कि 
>कओ #्+0, (0: प्राचल) (2) 


टिप्पणी ध्यान दीजिए कि संबंध (2) को अवकल समीकरण () का पूर्वग', परंतु 'हल' नहीं कहते हैं, 
क्योंकि (2) से », सुस्पष्टतः & का एक फलन के रूप में प्राप्त नहीं होता है। तथापि एक पूर्वण को एक हल 
के रूप में निर्दिष्ट करने का प्रचलन प्रयोग में है। 


उद्दाहरण 4 निम्नलिखित प्रारंभिक मान समस्या को हल कीजिए 
>#<> 29, »(0)5व 
हल दिए गए. अवकल समीकरण को वैकल्पिक रूप में निम्नवत्‌ लिखते हैं : 


&' 2.०८ यदि #%#0 
> ह 


अतः समाकलन करने पर हम निम्नलिखित एक प्राचल पर निर्भर बक्रों का कुल, निम्नलिखित द्वारा 
पाते हैं ; ह 


08|॥/5- +०. (»#0) (०: प्राचल) 
इससे प्राप्त होता है [शन # (&>८“) 
चूंकि हैं 2 
चूंकि »(0)5व, हम पाते हैं कि » , इस प्रकार #-९८*ं 
अतः दिए गए प्रारंभिक मान समस्या का अभीष्ट हल फलन 0: छ -> २ 


$(७५) ८ रॉ +& 


दवारा परिभाषित है। 
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शश्मावली 4.,4 


अंतराल जिसमें हल बैध है, को सावधानीपूर्वक निर्दिष्ट करते हुए निम्नलिखित प्रत्येक अवकल समीकरण का एक प्राचल 
पर निर्भर हल के कुल को ज्ञात कौजिए। 


], #«39 2. [> +])4&-[> +)80 | 
$ न -। 0086 ल्‍ ह 4, ध/2+(>+][#7+])&#&50 

8, ९ंप:+९ व) 0 6, [७ कट ० न (रॉ नं ० 
7, (झं2+ 0052) 4) 5 (0052- भा 5) ८४ 8, ४ [ कक ॥॥| नः ») 


9, 860; 09 धै८+ 8९०१9 2 4८9: 0 80, (४-])9# «८ 2> 9 


निम्नलिखित प्रारंभिक मान समस्याओं को हल कीजिए, और संगत हल-वक्रों को ज्ञात कीजिए। 


॥, #<छथशाड , 9(0)5व 82., 27559 , 9()>व 
हैः 24% 2 | / #' 0 2 
8, #>2८#»* , »(0)ल्‍5-| 4. >+%2> «0, (०७८२ 
हि 2 ५ ४ . 7 
4, 9 +29. २0, 9 ()-] ४6... 50059 बर८४+ ००5२ आंत 72 ८०० 0, /! 0 टी 
ब/ «८२7०० , »(0)50 इछ,.. अबें)+ बंध 5 अशबंड , 9()5॥ 
> (अब) - 25) + >ब: / (0) 7 8. आर +50, ०»(-)50 


: ५... सेमघातीय अवकल समीकरण (फ्क्कफऋगूडू०#र०॥5 व[शिशादंदा ९4॥ल्‍ब0#5) दो चर राशियों का 
एक फलन /, £घात का समधघातीय होना कहलाता है, यदि 


/#४-मू] 5 7] 


इस अनुच्छेद में हम ऐसे अवकल समीकरणों पर विचार करते हैं, जब फलन / शून्य घात के समघातीय 
फलन हैं। | 


परिभाषा 8 प्रथम कोटि और प्रथम घात का अवकल समीकरण- 
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>> (5, >), »€] (अंतराल) 


समघातीय होना कहलाता है, यदि / शून्य घात का समघातीय फलन है, 
िय क। 

अर्थात्‌ 7०2) ४ (|) | 

अर्थात्‌ /, » और > पर आश्रित होने के अतिरिक्त न पर आश्रित रहता है। 

इस प्रकार »>४[2] 


हम आश्रित चर राशि »को में प्रतिस्थापन 


322 
द्वारा परिवर्तित करते हैं। 
ह धर) १4॥॥ 
न पनय है ल--+-+-+> + 
त्तब जी 


प्राप्त करते हैं। ह . 
समीकरण (2) में (3) और (4) के प्रयोग से हम. पाते हैं कि 


दर ््रः 
2-5 + ४ ८ ३४-- ८ 2€ (४)-४ 
ता 80), या हक 8 (०) 


कण धर 


या हे डा फल यदि ४&0, ४ (»)-५#०0 


(4) 


(2) 


(3) 


(4) 


5) 


इस प्रकार समघातीय अवकल समीकरण (2) प्रतिस्थापन 9 ४५% दवास अवकल समीकरण (5) में परिवर्तित 


हो जाता है, जिसके चर पृथक्‍्करणीय हैं। 
(5) के समाकलन करने से हम पाते हैं कि 





॥०8 || | +(। (0: प्राचल) 


रथ 
(७) 


७ 


समीकरण (6) दिए गए अवकल समीकरण (2) का पूर्वग है, जो » को हे से प्रतिस्थापन द्वारा प्राप्त होता है। 
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उदाहरण ]5 #&7/ >४+», ४0 को .हल कीजिए। ः - () 
हल चूंकि ४0, अतः अवकल समीकरण (]) को निम्नलिखित रूप में लिख सकते हैं : 
24 ० (2) 


गे 
स्पष्टतः इसका दाहिना पक्ष शून्य घात का समघातीय फलन है। 
अत; हम (2) में »5 ४४ रखते हैं और इस प्रकार 


शक एस + 9 या >/“>। प्राप्त करते हैं। 


या व, हे ः (४ 0) 


अतः समाकलन दूवारश प्राप्त करते हैं कि . 

' + [08|>+0 (0: प्राचल) 
अर्थात्‌ » »[0०2|»+०], ४0, (0: प्राचल) 
अवकल समीकरण () के अभीष्ट हल को निरूपित करता है। $ (४)5>[]08 | | +0], » ८ ४ १४०) द्वारा 
प्रदत्त फलन 0:7२ १(0) -> 7? , अंवकल समीकरण (]) का, प्रत्येक वास्तविक संख्या (! के लिए हल है। 
उदाहरण 46 >छ/- 26% ८ ड +>7 ८४ को हल कीजिए। ु () 
हल . दिए गए अवकल समीकरण (]) कों निम्नलिखित रूप में भी लिख सकते हैं: 


भ + 
ले हे ऊअऑ ि या- , यदि ४0 (2) 


(2) के दाहिने पक्ष को हा + (कर + 2 , के रूप में लिख सकते हैं। यह शून्य घात का समघातीय फलन है, 
न 


अतः (2) में »ः ४४ रखने पर प्राप्त होता हैः 


पी? 9८ +- पक कण +एफ्ी आ3क% 
रे हज + ४9 लता त“तगे--_-+-_-+5४+४ी+४, ४४0 
१ 


धर 


क ध० 
या हिए ता पतथट "अआ कआआाल 
ब्रीकफ छा. ४ 
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अतः समाकलन करने से हम पाते हैं कि 




















]0९8 श+भीकफ 508|०|, .. +#0 . (०: प्राचल) 
या हक कक ०४ 
 क 
2! ॥ 4 हल 
या हि अत) +|०४ 
हि कह 2 ह ह॒ 
या (++ कि +>7 | न्टफ्, ४४0 (3) 


(3) का अवकल समीकरण (॥) पूर्वग है। 


जबाह ९ 
उदाहरण ॥7 (* हतंक नई बण्टे ) गा डंतर-- स्व ट -0 को हल कीजिए। (१) 
हि हि 


जः धर भ 


“४67 अवकल समीकरण () को निम्नलिखित रूप में लिख सकते हैं : 


005 # + रे (॥8 | 2 
कर _ ४ 
" 2 
20 आह (2) 
जे रे गे 


अतः (2) या () एक समघातीय अवकल समीक्रण 'है, इसलिए: हम () . में > 9८ रखकर, प्राप्त करते 
हैं कि दर ४ ० हि न हर न 


धर ७0859+५/9॥9 € 
* शत ण 4 
चड 9» 9 - 0089 


290059 


98 7 -- 0087 


* दे. | एडा9- ०08५ [झंतए..] 
या ना का | पपायभैए धए? |“ ->77 ८०, यदि &५०05५& 0 
हम 270089 20059 29 





अतः समाकलन करने पर हम पाते हैं कि 


ः ] ] 
008|७[5 - 08|००४ /- बे 08|५+ पा 08|०|, (2 : प्राचल) 


था >7|५/००४०८|० 


या ज/9००8 2 
जे 








+|८| (८: प्राचल), (५ #0) 


समीकरण (3), अवकल समीकरण (]) का पूर्वग है। 
डदाहरण: 8 । [+४2 कध+ ० ॥ | | ध/+0 
>> 


हल हम अवकल समीकरण को निम्नलिखित रूप में लिखते हैं : 
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(3) 


() 


(2) 


(2) का दाहिना पक्ष शून्य घात का समघातीय फलन है। इस प्रकार अवकल समीकरण (2) या () एक 


म, भ 
: समघातीय अवकल समीकरण है। चूंकि (2) का दाहिना पक्ष » का फलन है, अतः ४5 »» रखने पर हम 


पाते हैं कि 


कक ड्ः 2) वश न है? 
व. .#ब॒ए 


इन्हें समीकरण (2) में प्रतिस्थापित करने पर हम पाते हैं कि 


१०] ४ (-४५) 
ही 
ब ]+€८' 
धर. ४ ((०-]) न +४9 
या 4 कम ० कक 
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या ५2 (+8 रे यदि (९ +५]#0 
है? € +ए 


अंतिम समीकरण का समाकलन करने पर हम पाते हैं कि 


!०४| ० +») [5 ॥08 ०, (०:प्राचल) 


थक 


या अष कअऔडू८ट ह ह॒ | ेल्‍ ॒ (3) 
समीकरण (3), अवकल समीकरण (]) का एक पूर्वग निरूपित करता है। 


प्रश्नावली 4.5 


दर्शाइए कि निम्नलिखित में से प्रत्येक अवकल समीकरण समघातीय है और उनमें से प्रत्येक का एक पूर्वग.ज्ञात कीजिए। 
जहाँ कहीं संभव हो, वहाँ हल स्थापित कीजिए। 


[. (४-9) ४+29 2, (कक 8 -3:9+2%* 
- 3, (329 ने > ८४ घ्द ि नः 29)49 .. 4, 239 धं४+ (अर ना 297)#& न्त्0 
5. (2>)+ » )#%+ [७ -3» ०9 0 6, न करथओं। [६ 0 
( | 0/ कक ८ > अंग .! 2! 
४ -(232- न्‍् ४“ 008-६४-| +- शआ। +-+ 008 +- (4८90 
, <+2>क (2: जैक 0 8. /४ हि पर ट .)! 
ड्‌ ्छ दम े 
॥,. 238 ब:+ #- 22९7 (६/<0 शॉः कफ बड़ ४-22%/<0, 


निम्नलिखित प्रारंभिक मान समस्याओं का हल ज्ञात कीजिए। 


[, (अ+> )4४52.0 थे), »() 50 2, (+>)४६+ २४४0, अं) «] 


अवकल समीकरण ॥57 


हि ह ८ 
3, [हे िलसक »]) मम धर 2. ख्ड -»+ऊ कि 0, »(४) से 


श_ १ > 
5::0/ 7: 70080 7 0, »() 0 6, 2४ /-229+9 <0, /(४)९ 
[7, (9-/ )#४-« 290, शा) जा 88, 2.७8+ / -20 950, »()52 


ग " (८ दर .9, ,, 
| 9. झं।+४->आ २0, १4 00 20... अं "अब हैक शशि 50, »()<0 


[4.7.3 प्रथम कोटि के रैखिक अवकल समीकरण (#दाड-०#बंध' #ीिरदा' ब्रदी)थिकाईंवों 2(४०/0॥०) 


परिभाषा 9 एक प्रथम कोटि का अवकल समीकरण को रैखिक होना तब कहते हैं यदि इसमें अज्ञात फलन 
» और इसके अवकलज 9 के अकऋऋणात्मक पूर्णाक घात, जो एक से अधिक न हों और न उसमें गुणनफल 
99 ही उपस्थित हों। 


इस प्रकार प्रथम कोटि का रैखिक समीकरण 

हट +/2(3)./54 (०) (>€।) न ० 
के रूप के होते हैं, जहाँ 9 और 4, ! पर वास्तविक मान वाले फलन हैं। अवकल समीकरण 

हर +#%*40) (»८॥) । | (2) 
भी एक रैखिंक अवकल समीकरण है, जहाँ » स्वतंत्र चर और » आश्रित चर है। 

अब हम स्वेच्छया चुने गए ०८। के लिए ए(५४) - जे 7(74४, परिभाषित करते हैं। ८? पद, अवकल 
/५4 दे 

समीकरण () का एक समाकलन गुणक [76/68/4798 /22/०/ (,9.)] कहलाता. है, क्योंकि 

| ; ह 

हि 22 १०0]. [/+#(>))]० 7 >द(>)० १, (७६)... (2) 


जिसका सरलतापूर्वक समाकलन किया जा सकता है। (2) का समाकलन करने पर हम पाते हैं कि _ 
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300 - [7 9(४)००&४+०.. (2: प्राचल) पे 


(3) अवकल समीकरण () का एक पूर्वग है। 
टिप्पणी 


. समाकलन गुणक को ज्ञात करने में बिंदु '४' का चयन महत्त्वपूर्ण नहीं है, क्योंकि इससे दिए गए अवकल 
समीस्कण (]) द्वारा निरूपित वक्रों का कुल परिवर्तित नहीं होता है। प्रयोग में एक समाकलन गुणांक 
को ४४००० के रूप में लिखते हैं। 


'फलत; हल-वक्र निम्नलिखित रूप में लिखी जाती है ; 


£ कल २ [५02४ ८| 


2. समस्या के हल करने के लिए सर्वप्रथम एक समाकलन गुणक ज्ञात किया जाता है। दिए अवकल 
समीकरण को उससे गुणा करते हैं, उसके उपरांत उसका समाकलन करते हैं। 


3. एक अवकल समीकरण से संबंधित एक से अधिक समाकलन गुणांक हो सकते हें। 
५ . 
उदाहरण 9 हर +>» 5 अ0०,(> € 7२) को हल कीजिए। | (0) 
हल यह प्रथम कोटि का रैखिक समीकरण है, जहाँ / (४) 5! 
४ (६ _ « 
इसलिए एक समाकलन गुणांक +८४*' -& 
अवकल समीकरण के दोनों पक्षों में ८ से गुणा करने पर हम पाते हैं कि 
शत 
हक ञ न 53०5० हब >> मं है 
[४ 7 हा [८ ] € का 
अत: समाकलन करने पर प्राप्त होता है. 


| -अर्शों 5 शें शा ध४+(! .. (0: प्राचलं) 


ता है 
च् जि (एफ ००52८) + (!: 
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रे का ४ 
या ेु है उ किए - ०0055) + (८ हा > (५ €£ 7२) (2) 


॥॒ 


(2) अवकल समीकरण (]) द्वारा निरूपित कुल का हल-वक्र है। 0 एक प्राचल है। 


44 2? ५ है हि 
उदाहरण 20 हक ई » (>>0) ४ 4] कं 


के | ॥ < | 
हल यहाँ हमारे पास प्रथम कोटि का रैखिक अवकल समीकरण .है, जहाँ /#(४) 5--. 
४ ्‌ कि ध 


। 
न्स््कः 
इस प्रकार एक समाकलन गुणक - ् है १8४४०», (४०0) 


() को » से गुणा करने पर हम पाते हैं कि 
हि हि न छन्‍न अं 
अतं: समाकलन दूवारां हम पाते हैं कि 
अर का स्शें +(: ... (0: प्राचल) 
न्‍न (४-)८ +९ : 
इस प्रकार (]) के हल-वक्रों के कुल का अभीष्ट समीकरण 


] ः ह 
>च्दूपनणट कट, (+>0) 


है, जहाँ (? वास्तविक प्राचल है। 


उदाहरण 2] अक्जो का को हल कीजिए। | ह | (0) 


हल यदि हम अवकल समीकरण (]) को निम्नलिखित रूप 
कं जय | 
का न्कअ्ज्श्या हर नरक ५ ह (2) 
में पुनर्लिखित करते हैं, तो पाते हैं कि यह >स्वतंत्र चर तथा » आश्रित चंर में एक रैखिक समीकरण बन जाता 


है। अवकल समीकरण (2) कु एक समाकलन गुणांक ल्‍ ८2% _. ८? 
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(2) को ४” से गुणा करने पर हम पाते हैं कि 


“4 -« है | ह | के 
थं) | 


या गज |च्अ्थ (3) 
अतः (3) के समाकलन से हम पाते हैं कि 
५4३ + िट? कं (0: प्राचल) . 
प (-#-)«४”+ ० 
या इकखकानएटा... कं. 2 ... (4) 


जो () के हल-वक्रों के अभीष्ट कुल को निरूपित करता है। 


टिप्पणी यहाँ हम अवकल समीकरणों के तीन प्रकार, नामतः: पृथक्करणीय चरों वाला अवकल समीकरण 
समघातीय अवकल . समीकरण, रैख़िंक अवकल समीकरण की व्याख्या कर चुके हैं। प्रथम कोटि तथा प्रथम 
घात के ऐसे अवकल समीकरण ,-जो.इन तीनों रूपों में से किसी एक या अन्य रूप में परिणित किए. जा सकते 
हैं उन्हें इस पुस्तक की सीमा से परे कर. दिया गया है। 


प्रज्नावली 4,6 | 
निम्नलिखित अवकल समीकरणों के हल-वक़ों के कुल का एकल-प्राचल समीकरण ज्ञात कीजिए। 
8. ४#+295९ ह 2. //+/5००४> 


3. ' #४+3५>८ (#: एक दी गई ब्रीस्तविक-संख्या) 





4, #- 95 ००४2: 8... अौ]आ न खिकाओंट 
8. अकिऋल्ट | ; न, >/+ 9८ >098 ४ 
रे ह - ध।.. 2> 2 ु 
है. - 9» ॥08:+ 95082 > 9,  “ -+- नत्कऋ +2 
+ । 7 के पक 


क्‍09,.. 7+ ४०08४ - ८ 508% 
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निम्नलिखित प्रारंभिक मान समस्याओं को हल कीजिए। 





५ 
॥॥, #-#न्टॉ, »(0)%7 ॥2.,. #कऋचऋ॒ॉं, 23% 
# ] ह ॥॒ 
]3,  &97 + ; २708, (9 च्यू ॥4.. >४- 9>]025, 9()5"0 
$5, >7- 75(४+)८”*, »>()5८0 6, जा हि 322०, »(0)50 : 
पट क्र >7+] (४? +]) 


]7. आज आधा ४ 5 2%+ ध् २, »€(0)5व 8, 39 क 9८ ४०008%+ आ 5, 55 
क्‍9.. (८-आंग2)4+ (87 2) 0, >(0)50 20... #/+29ल्‍८7** जञं75, >(0)50 
2... (+ 7) (करा #-२)4५, >(0)50 


6 + ) धर + (& बट ) 4०-८0, 79(0)50 


ह 
हु 


323, अक्षर (छ ने 2%८४ 2०७, »(09)%7 स्व, पी-3 74% न्न (आप छ- ») बं», »(0)50 


[4,8 एक लिशिष्ट प्रकार के चवितीय कोटि के अबकल समीकरण (७ 5फल्तंगों एएफ़ुर त 98९९णावते- 
फापरशः जाहिशाएहँजों ग्ितुप्त/0ा05) 


यहाँ हम केवल एक विशिष्ट प्रकार के द्वितीय कोटि के अवकल समीरकण, नामतः 


बः है 


हज (४) ध्ख्ध्व) ह () 


पर विचार करेंगे। 
(।) के समाकलन से हम पाते हैं कि 


हल + [/(०) बकरी : (4 : प्राचल). ह (2) 


मर (८) + & मान लीजिए। 


#च्ि 


762 गणित 
- तब (2) के समाकलन से हम पाते हैं कि 
> | [#()४४+७४+8, (8 : प्राचल) 
इस प्रकार >चय्(0+#४+ हे, तह) ह 
जो () के हल-वक्रों के कुल को निरूपित करता है, जहाँ & और ए प्राचल है। 
उदाहरण 22 न 5००४४, (5८ 9) के दो प्राचेल वाले हल के कुल को ज्ञात कीजिए 


हल () के समाकलन से हम पाते हैं कि 


है है 
दो न आएआ+क 8, . (»€ छ) (& : प्राचल) 


(2) के पुनः समाकलन से हम () के हल-वक्रों के अभीष्ट समीकरण 
ह >औ>-008%+ /:८+ 3, (४ € २) 
जहाँ & और 9 प्राचल हैं, प्राप्त करते हैं। 
उदाहरण 23 निम्नलिखित प्रारंभिक मान समस्या को हल कौजिए। 


(०25४, »(0)5], #(0)>0 
हल अंवकल समीकरण (]) के समाकलन से हम पाते हैं कि 


#(+)5४७ं +8, (# : प्राचल) 
(2) के समाकलन से हम पाते हैं कि ह 
अंडर) सं +8४+ 3 (&, 3 : प्राचल) 


अब ,»(0)5॥ के प्रयोग से हम पाते हैं कि [-+8 याछ0 
और >(0)50, के प्रयोग-से हम पाते हैं कि 05.]+ # या ७ 5-] 
अतः दी गई प्रारंभिक मान समस्या का हल फलन 0: 7२ -> 7९, 


१(७) ८४ -» (सभी >€ छ के लिए) . 
द्वारा प्रदत्त है। 


(3) 


() 


(2) 


(3) 


(१) 


(2) 


(3) 


(4) 
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प्रश्नावली 84.7 
निम्नलिखित प्रत्येक अबकल समीकरण के लिए दो प्राचल वाले हलों के कुल को ज्ञात कीजिए: 


3. ैौ<आ।2>, (४८ 7) 


2, हा 8९०* 5 [अब [- हु 5) १-3 


3, ४- ९205००* 2, (>८ (0.70) 
4, 97<८+2%, (+€ ॥२) (०,४ प्रदत्त वास्तविक संख्याएँ हैं ) 


5, ४ नि , (>€ ॥२) 


7, >> आं।2>+००532, (४८7२) 
8, #7८27 आा22+4  आ4%+6 65,  (४€ 7२) 
9, #7>>थां5, (€ २) ह 
80. /7->०08:+>», (४८7३) 
निम्नलिखित प्रारंभिक मान समस्याओं को हल कीजिए। 
8. 37 «०055, (८ २), » (0)5], » (0)50 - 


7 7९ 


82, /7->56०* <, (2 €् हज हु ) , »(0)5०82, / (0)50 


हा 3३7८ 8९९०८ था 22, [><[-5*5)) »(0)5-0, ञआ (0)ल्‍ 


अधिक न की 
8, 7 <>०055+आ>, (४6 २), » (0) 50, » (0)50 


[06. >7<65, >€॥२, »(0) , # (0) 57 
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]7. 97 - 6./+]2% , अ४€२, » (0)<0, » (0)57 
8., #<6:+आ॥>2, ४€ २, ह4 (0) न्‍, व (0) >-2 
9. #<>>%+७ , >€ ॥२, » (0), » (0)54 


20. #7«8॥%+ ४ , ४€२,./५ (0) 53, » (0)54 
4,9 अनुप्रयोग (4ए9फ्ञाट्य्राा०08) 
आजकल, ज्ञान की कोई शाखा कठिनाई से मिलेगी, जहाँ समस्याओं से निपटने के लिए अवकल समीकरणों 


का प्रयोग न होता हो। यहाँ हम ज्ञान की विविध शाखाओं से कुछ समस्याओं को प्रस्तुत करते हैं, जहाँ अवकल 
समीकरणों के विविध अनुप्रयोग प्रदर्शित होते हैं। कुछ अनुप्रयोग और भी हैं, जिनका यहाँ उल्लेख नहीं है। 


उद्दाहदण 24 000 छात्रों के एक छात्रावास में एक छात्र विषाणु ग्रसित आया और तब उस छात्रावास को 
अलग कर दिया गया। यदि मान लिया जाए कि विषाणु केवल संक्रमित छात्रों की संख्या! के समानुपाती 
ही नहीं बल्कि असंक्रमित छात्रों की संख्या के भी समानुपाती फैलता है और यदि 4 दिनों पश्चात्‌ संक्रमित 
छात्रों की संख्या 50 है, तो दर्शाइए कि 0 दिनों बाद 95% से अधिक छात्र विषाणु से संक्रमित हो* जाएंगे। 


हल समस्या की परिकल्पना के अनुसार हम पाते हैं कि 


“5, (000 -',), ॥१,(0) 5] () 
| 


जहाँ £ समानुपातिक (०णाशइश्ला। एण[707०70०74॥॥0) स्थिरांक है। (() एक ऐसा अवकल समीकरण है 
जिसके चर पृथक्करणीय हैं। इसे हम निम्नलिखित रूप में लिखते हैं : 


वीप, के ] 
६ ध/ ६ ०7-७२ ---० ८--+--:२- [व ५, 
४, 0000 -0,) 000 | पं, 000-0, | 


इसके समाकलन से हम पाते हैं कि 


 _ ५ /0008 गा 
000 - ५, 0 2002, (2) 


प्रतिबंध || 
पूरक प्रतिबंध )४,(0) -। से प्राचल & ज्ञात करने पर & कक मिलता है। 


इस प्रकार ४,[+ 99987] . 000 (3) 
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अब हम ५/(4)-50 के प्रयोग से &ज्ञात करते हैं। 
इस प्रकार 50 [] +9996 7000६ ) - ]000 


] 
4000 


#के इस मान को (3) में प्रतिस्थापिंत करने तथा ४ 0 रखने पर हम पाते हैं कि 





अत; ६ ०8 यूदर॒ 5 0.0009906 (लगभग) 


रु 000 डा 
तप लिल्डलल् नह सके क् 
]+999८ 4 8 


लत कह खा 5 952 (लगभग) 


+(9) _ (999) 
इस प्रकार 95% से अधिक छात्र 0 दिनों बाद संक्रमित हो जाएंगे। 


उदाहरण 25 एक रेडियोधर्मी पदार्थ के विखंडन की दर उसकी वर्तमान मात्रा के समानुपाती है। 600 वर्षों 
में उसकी मात्रा का 50% भाग विखंडित होता है। 0 वर्ष बाद उस पदार्थ का कितना प्रतिशत भाग विखंडित 


022 
होता है? ' गा 0.9957 जोजिए 


हल मान लीजिए कि रेडियोधर्मी पदार्थ की किसी क्षण #पर उपस्थित मात्रा » द्वारा व्यक्त होती है, तब 
समस्या के अनुसार, 


08 ॥ दर डे 
ना कही या ना 5 
हक 27 2८५ (3) 


जहाँ £ समानुपातिक स्थिरांक है,जो धनात्मक है, इसके पूर्व ऋण चिहन विखंडन की प्रक्रिया व्यक्त करता है। 
()) के समाकलन से हम पाते हैं कि 
[08 9 & -/८7+ (?, (५: प्राचल) (2) 


मान लीजिए कि प्रारंभ में अर्थात्‌ /₹0.पर रेडियोधर्मी पदार्थ की मात्रा » है। इसका (2) में प्रयोग करने पर 
हम पाते हैं कि 0-08 9७ 


इस प्रकार स्‍02 9--##/+]6छ9 90 
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या 008 -- <-#[/ . (3) 


२0 
वि 90 हा 
प्रश्नानुसार ,/ ८ पा »+ जेब 7 600 


अतः (3) से हम पाते हैं कि 


या ०8) 5-#600 


] के. ' । 
४४-----]072 . 
या . ६ 667" (4) , 


(4) का (3) में प्रयोग करने पर हम पाते हैं कि 





0० का 285 
, ]600 
_!|082 
या लू 90० 70 ह * (5) 


इस प्रकार 0 वर्षों बाद उपस्थित मात्रा »| निम्नलिखित है : 


_०82 का , 
» + 90४ ० <(0.9957) 9 (दिए आऑँकडे के अनुसार) 


इस प्रकार 0 वर्षों में विखंडित मात्रा 0.0043 », अर्थात्‌ रेडियोधर्मी पदार्थ के द्र॒व्यमान का 0.43% है। 


उदाहरण 26यह ज्ञात है कि यदि ब्याज सांतत्य विधि से संयोजित किया जाता है, तो मूलधन के परिवर्तन 
विधि की दर बैंक के वार्षिक ब्याज की दर और मूलधन के गुणनफल के समान होती है। यदि 5% वार्षिक 
की दर से ब्याज संतत संयोजित हो, तो 00 रु की राशि कितने वर्षों बाद अपने से दूनी हो जाएगी? 


हल यदि & किसी क्षण £ पर मूलधन व्यक्त करता है तो समस्या में दिए गए नियमानुसार हम पाते हैं कि 
48 _ ह 
जो +0०)8 (0) 
(!) के समाकलन से .हम पाते हैं कि 


३ - 0४००७) | (2) 
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चूंकि प्रथमतः रु 700 निवेश किया गया है, अर्थात्‌ & & 00 जब#50 ह 
-इस प्रकार (2) से हम पाते हैं कि 5>00... ,(3) 
यदि रु 00 को दो गुना होने के लिए '' वर्षों की आवश्यकता है, तो हम (2) और (3) से पाते हैं कि. 
200 5 00 ४००७7 

अर्थत्‌ १७20 ॥08/2 वर्ष ह | 
उदाहरण 27 «»-तल में वह बक्र ज्ञात कीजिए, जो बिंदु (,) से 
जाती है तथा इसके किसी स्पर्श रेखा के स्पर्श-बिंदु तथा #-अक्ष 
से खंडिंत रेखाखंड का मध्य-बिंदु >-अक्ष पर स्थित हो। 

हल मान लीजिए कि अभीष्ट वक्र के किसी बिंदु (५४) की 
स्पर्श रेखा >-अक्ष को 0 तथा »-अक्ष को ए बिंदु पर काटती है। 
प्रश्नानुसार शर 5 7२0 । यदि 0 मूल-बिंदु और ए से »-अक्ष 
पर डाले गए लंब का पाद |/ है, तो हम पांते हैं कि दो 


सर्वागसम समकोण त्रिभुजों 020 और |शएए में 07 > ए/ 
(आकृत्ति 4.3)॥ । 





(१) ग आकृति 44.3 


स्पष्टतः () प्रथम कोटि का समीकरण है, जिसके चर पृथक्करणीय हैं। ([) के समाकलन से हम पाते हैं कि 

जन्एकर (2:प्राचल) (2) 
यदि बक्रों का कुल (2) आवश्यक गुणधर्म वाला हो, तो वक्र जो (,) से जाती है, /#>* है। क्योंकि (2), 
४7 , 9 | द्वारा संतुष्ट होना चाहिए जिससे (१७ । निर्धारित होता है। 


उद्याहरण 28एक डॉक्टर ने !.30 अपराहन में एक मृत शरीर का तापमान लिया, जो 94.6" पाया गया। उसने 
एक घंटे बाद उसका पुनः तापमान लिया, जो 93.47 # प्राप्त हुआ। यदि कमरे का तापमान 70" 7 था, तो मृत्यु " 
के. समय का अनुमान लगाइए। (मानव शरीर का तापमान 98.6% लीजिए) 


हल न्यूटन के शीतलन नियम का कथन यह है कि किसी वस्तु के शीतल होने की दर उस वस्तु के 
परिवेशीय माध्यम के ताप तथा वस्तु के ताप के अंतर के समानुपाती होता है। 


यदि समय /पर शरीर का ताप " है, तो न्‍्यूटन के शीतलन नियम के अनुसार हम पाते हैं कि 
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- बा 
टर 
जो प्रथम कोटि का अबकल समीकरण है, जिसके चर पृथक्करणीय हैं। 
(3) का समाकलन करने पर हम पाते हैं कि 


#&(7-70) (जहाँ £ समानुपातिक स्थिरांक है) () 


_70+(0७४*० (९: प्राचल) (2) 
चूंकि 750, पर '' 94.6, अत: (! 5 24.6 
पुन; ' «93.4 जब 7560 मिनट, 


4|7 


इस प्रकार & ०४ प्र 


0 


अतः मृत्यु के उपरांत व्यतीत समय # के लिए 


98.6 5 70 + (24.6) ८ 
इसका अर्थ है कि 


] ]43 
तप ]08 ्र्प् -3.0] 


अतः मृत्यु का अनुमानित समय ]].30 - 3.0] 5 8.30 (लगभग) 


प्रश्नावली 4,8 


. मान लीजिए कि जनसंख्या वृद्धि उपस्थित जनसंख्या के समानुपाती है। यदि किसी कॉलोनी की जनसंख्या 50 
दिनों में दूनी हो जाती है तो ज्ञात कीजिए कितने दिनों में तिगुनी हो जाएगी। 


2. किसी जनसंख्या के वृद्धि की दर उपस्थित संख्या के समानुपाती है। यदि किसी नगर की जनसंख्या 25 वर्षों 
में दूनी होती है और वर्तमान जनसंख्या ,00,000 है। ज्ञात कीजिए कि कब नगर की जनसंख्या 5,00,000 हो 
जाएगी। 

(॥085 5 .609, 02८ 2  0.693॥) 


3. यह दिया गया है कि दर जिससे कुछ जीवाणु वृद्धि करते हैं, वह उनके तात्कालिक उपस्थित संख्या के समानुपाती 
है। यदि जीवाणुओं की मूल संख्या दो घंटे में दूनी हो जाती है, तो कितने घंटों में यह पाँच गुनी हो जाएगी। 


4. किसी जीवाणु-समूह में जीवाणुओं की संख्या ,00,000 है। 2 घंटों में इनकी संख्या में 70% की वृद्धि होती 


है। कितने घंटों में जीवाणुओं की संख्या 2,00,000 हो जाएगी, यदि जीवाणुओं के वृद्धि की दर उनके उपस्थित 
संख्या के समानुपाती होती है। 


8, 


40, 


'[086 .989 + 0.006, 08 2 5 0.693) 
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यह दिया गया है कि रेडियम के विघटन की दर उसके उपस्थित द्रव्यमान के समानुपाती होती है। यदि / वर्षों 
में मौलिक रेडियम का / प्रतिशत विघटित हो जाता है, तो उसका कितना प्रतिशत 27 वर्षों में शेष रहेगा? 


रेडियम ऐसी दर से विघटित होता है, जो रेडियम के-उपस्थित द्रव्यमान के समानुपाती है। यदि यह ज्ञात होता. -.. 


है कि 25 वर्षों में रेडियम के दिए द्र॒व्यमान का लगभग १.] प्रतिशत रेडियम विघटित हो गया है, तो ज्ञात कीजिए 
कि लगभग कितने वर्षों में दिए द्रव्यमान का आधा भाग विघटित हो जाएगा? 


यह ज्ञात है कि यदि ब्याज सांततः संयोजित होता हो, तो मूलधन के परिवर्तन की दर बैंक के वार्षिक ब्याज 
की दर तथा मूलधन के गुणनफल के बराबर होती है। 


(0) यदि ब्याज सांततः संयोजित होता हो, तो किस ब्याज दर पर 00 रु, 0 वर्षों में दूना हो जाएगा? 
([[0862 5 0.693]) ः | 
() यदि ब्याज सांतत; संयोजित होता हो, तो 000 रु,5% वार्षिक ब्याज की दर पर 0 वर्षों में कितना हो जाएगा? 
(४ +.648) ि 
शीतलन के नियम का कथन यह है कि किसी वस्तु के ताप के परिवर्तन की दर वस्तु तथा उसके पर्यावरण के 


ताप के अंतर के समानुपाती होती है। इसका प्रयोग करते हुए निम्नलिखित प्रश्न को हल कीजिए| 


]00"2 का जल 0 मिनट में 80९0 तक ठंडा होता है। यदि कमरे का ताप 25% हो, तो ज्ञात कीजिए 
(0) 20 मिनट बाद जल का ताप 
(४) समय जब जल का ताप 40० है। 


०४ ० पु 0.30॥, ४ >.5379 | 


बिंदु (0, ) से जाने वाली वक्र का समीकरण ज्ञात कीजिए। यदि बक्र के प्रत्येक बिंदु पर स्पर्श रेखा की प्रवणता 
(809०) उस बिंदु के भुज तथा भुज और कोटि के गुणनफल के योग के बराबर हो। 


उस वक़ का समीकरण ज्ञात कीजिए, जो बिंदु (3३,-4) से जाती है तथा उसके (»,3) बिंदु पर स्पर्श रेखा की 


2 
प्रवणता ->- के समान है। 


उस वक्र का समीकरण ज्ञात कीजिए, जो बिंदु (0,८) से जाती है, तथा इसके किसी बिंदु (५, )) पर स्पर्श रेखा 
की प्रवणता तथा बिंदु के कोटि का गुणनफल उसके भुज के बराबर है। - 
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2. दर्शाईए कि ऐसे सभी वक्र जिसके बिंदु (५, 3) पर स्पर्श रेखा की प्रवणता 


'परवलय है। 


विविध उदाहरण 


(४056 083 ,3]४४,(७६४8 ४४ 0 9 8) 





के व 
हर है, समकोणिक अति 
2229 


उदाहरण 29 समीकरण (४-०)१+2»* - ०८7, ० प्राचल है, द्वारा निरूपित वक्रों के कुल का अवकल समीकरण 


प्राप्त कीजिए। ह 
हल दिया गया समीकरण 


(४-०) +29 > 4* 


() को > के सापेक्ष अवकलन करने पर हम पाते हैं कि 


धर? 
2(४-८4)+4४9--+ 0 
(:४-4)+49 ह 


०० 
या ८ 43 आय 
छ ध 
द् 
या धरू2:+29 दर 
(22 


() में (2) ओर (3) के प्रयोग करके हम “८? को विलुप्त करने पर पाते हैं कि 


+2955 | +29 ज् ४+29-८ 
। हल 2! 2 १ 


2_2 (20 
या 29 >> +459-7 
। के ? 
] (28॥ 
2. 2 
या 2 न्खे पन+ 422 का 
.. 29 हक 


जो बक्रों के दिए गए कुल (ए्यागं५) का अवकल समीकरण है। 


' उदाहरण 30 9.८४ (>. 7? 2 ०, >»# 0 को हल कीजिए। 


() 


(2). 


() 


अवकल समीकरण गा 
हल ॒प्रद॒त्त अवकल समीकरण को निम्नलिखित रूप में लिखा जा सकता है ; 


१4 
हा हा 


45% _ 2९ +9? ब्य क हि 
थे रॉ 


ढ़. 


ध्यान दीजिए कि यह न तो समघातीय अवकल समीकरण है और न ही रैखिक अवकल समीकरण है, फिर भी यदि 
हम £- ४ प्रतिस्थापित करते हैं, तो पाते हैं कि 
बे... ०9 (2) 


(2) का (]) में प्रयोग करने पर हम पाते हैं कि 


जन्फ्र्ः 


न 2, न 
शक 9775 9+ 9८ 
; 4 थी) 


कल! क्न0 
“न न्कछ 7 

या कर > 

या ९ ध्रं० न 2 


इसके समाकलन से हम पाते हैं कि 
८ -< 9+८ (०: प्राचल ) 
अतः; प्रदत्त समीकरण () का एक पूर्वग 
ः जः]7+८ है। 
“की 
उदाहरण 3] । है जंड गत +], ४#0 को हल कीजिए। 


हल प्रदत्त अवकल समीकरण को निम्नलिखित रूप में लिख सकते हैं : 
-2-/5% 





यह अवकल समीकरण () रैखिक है, जिसके लिए #(>) ८ 


४॥- 
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के 
इस प्रकार ए(५)- कि ४2945 
बड़ है 
इसलिए एक समाकलन गुणांक 5८४2४ 


अतः (]) में ८४ से गुणा करने पर हम पाते हैं कि 
270| 4? 2» ] 
4८. 5 / अड 
अत; समाकलन करने पर हम पाते हैं कि 
शी तर [४ +(: 5 2५४5४+८ (८ ; प्राचल) 
इस प्रकार (।) के हल-वक्रों का अभीष्ट समीकरण ह 
>वबर(०/५+८) है। ः ०) 


उदाहरण 32 दिखाइए कि वह वक्र जिसके प्रत्येक बिंदु पर स्पर्शी द्वारा अक्षों के बीच अंत: खंडित भाग का मध्य-बिंदु 
»४»7८ स्पर्शी का स्पर्श बिंदु है, समकोणिक अतिपरवलय है। 


हल मान लीजिए कि ब्रक्र के किसी बिंदु ?(४, 9) पर की स्पर्शी 

#-अक्ष तथा >-अक्ष से क्रमशः बिंदुओं & तथा 8 पर मिलती है। अतः 

दिए प्रश्न के अनुसार &?>?8 मान लीजिए कि ? से »-अक्ष पर लंब 

का पाद | है। समरूप त्रिभुजों ४7९00 और ४30 दवारा हम पाते 
हैं कि (आकृति 4.4) 





आकृति ॥4.4 


चूंकि 84 5 20#, अत: हम पाते हैं कि 80<270/-2»9 और 00 52]/4  2(0& -») या 04 - 2: 
अतः; ह 


सका ५ न था) (7: 0) + -क्षित 0 5- ८० अफीम 4 


फ् 
धर (08 य्ड अर 


अवकल समीकरण १73 


है| 
| 


श्ि 


या 


नि 


(3) 


थे 
यह ऐसा अवकल समीकरण है, जिसके चर पृथक्करणीय हैं, अर्थात्‌ का न्वानण 


इसके समाकलन से हम पाते हैं कि 
॥008|295 08|०| (८0: प्राचल) 


अत; अभीष्ट बक्रों का समीकरण ००८: समकोणिक अति परवलय है। 


अध्याय 44 पर विविध प्रश्नावली 
(शाइएटएा 4 ७४७०5 एड छार(878 ठाए टप्र७णफार 44) 


!. निम्नलिखित प्रत्येक अवकल समीकरण कौ. कोटि और घात (यदि परिभाषित है) ज्ञात कीजिए। 


। , पं कं बी 0) 
आज 2 अ “#, है? ण््य > हक कक इत्यादि | 


हि ध के 
0) (»)+(३) +क्र७ 0 तो) /#+४” 0 
0) ," + आं। /”- 0 00) ॥”+ ;#7+>+>झं। 9 0 


2. उस अवकल समीकरण को प्राप्त कीजिए, जो निम्नलिखित समीकरणों द्वारा निरूपित बक्रों के कुल को 
निरूपित करता है (७, 8 : प्राचल)। 


() ्च्क्ं 0) 2+ ्द््ए (0) 3 ६१४ 


3. सत्यापन कीजिए कि निम्नलिखित फलनों 0: '-> 'रे , में से प्रत्येक अपने संगत प्रदत्त प्रारंभिक मान समस्या 
के हल हैं। 


0) (४) रू आी। 2 + 008: :. ##+90, 9(0)5, #(0)5॥ 
6) १(०)-७ +९ : #7-»«0, #(0)52, /(0)50 
00) ((द-लैंकी।... 2: >/-9/+2/50, #(0)«॥, /(0-३3 


(९) $(>) > खो कट ॥#7-2//+# 0, #0)5], #(0)>2 


पा4 गणित 


4... निम्नलिखित प्रत्येक अवकल समीकरण के एक-प्राचल हलों के कुल को ज्ञात कीजिए : 


() >> 7८ ४० () [ ८०४ £ - 805 +) ००5२ > 
(६॥॥॥| (शक + 2>] का न (< 9 न 22)% नह (0) आर ]कऊक 9+ 2 
ह 4 री 2 ) ञ 
(श) > + ४ ३ 207 | (शं) (> न्‍+ 2.9/] 4४ जि (कं न 22) 
लक 20 आल 4 
(शा) भ्रॉक् ने ड़ नाओशके अर 2 न्न्0 (शा) > सर कना ने हा हे 
॥॒ 0 दा __ >#+ 0००8५ 
(5) १77 ०08 ७ 3 ४ - ४9 (5) पट गा बा 2 बे 
छत) हा 8००१9 बे? + धर: + खूब) (5) ( झक 2 ) १ 
5. निम्नलिखित प्रारंभिक मान समस्याओं को हल कीजिए ; 
हे __ 9... _- ?)[। दर थ कि ५ ४ 9 
6) #“>#/>2[]+% 9), »(05॥। 6) (:४+)9#> 26८ 7” -, »(0)50 
५34 2 
() ०0०8 (> र्नः ॥2॥7 रध४, >(0)50 (९) [ डक ॥9+ ॥) धर? + थे, 9(-)5 0 
4४० _ 2 (2722) 


७) (>-ओ[#+ ८) -#४-०, /(0)ल्‍-7 (७) ४५ ४ (2%+»)' 2()-52 


(ये). [ए ->2>))४४+ र -2क )4७ ८0, >(75 
(हक) अफि+3४]ब४+ ३ [> +307 ८४०0, »() «] 
690 (अ +)9-2७ 5 (५ + 2 +] ०085, »(0)50 

60 अर्णेकल [उ + 2 )4७, >(0)57 


+ > का 
छत २ +_?00-- 4 00820 ८, "(55० 


एक) (+ 29): + (4- 9) व + 0, »() 5 । (संकेत: ७ / रखें ) 


0. 


44, 


2. 


43. 


अवकल समीकरण 775 


, निम्मलिखित अवकल समीकरणों को हल कौजिए। 


0५2, 
(6) ४ 7*- ]02 (9) 5 आव 2 


, निम्नलिखित प्रारंभिक मान समस्या को हल कीजिए। 


वा है? 
हा हक जा 2 ,()-०२, /() 50 


, किसी जीवाणु समूह में जीवाणुओं की संख्या में वृद्धि की दर उनकी उपस्थित संख्या के समानुपाती है। ज्ञात 


है कि उनकी संख्या 5 घंटों में तीन गुनी हो जाती है, तो बताइए कि 0 घंटों में उनकी उपस्थित संख्या कितनी 
हो जाएगी? यह भी ज्ञात कीजिए कि प्रारंभिक मूल संख्या से 0 गुने जीवाणुओं के होने में कितना समय लगेगा? 


(08, 33० 7086, 8 7 9) (लगभग) 


., किसी नगर की जनसंख्या वृद्धि की दर किसी क्षण 7पर उस नगर के निवासियों की संख्या पर निर्भर करती 


है। यदि उस नगर की जनसंख्या सन्‌ 990 में 2,00,000 और सन्‌ 2000 में 2,50,000 थी, तो ज्ञात कीजिए कि 
सन्‌ 200 में नगर की जनसंख्या कितनी हो जाएगी? 


किसी रेडियोधर्मी पदार्थ के क्षण / पर विखंडित होने की दर दिए गए नमूने में उस समय उपस्थित नाभिकों की 
संख्या के समानुपातिक होती है, तब 

(७) यदि किसी एक नमूने में रेडियोधर्मी पदार्थ के मौलिक नाभिकों के 0% भाग 00 बर्षों में विखंडित हो गए 
हैं, तो ज्ञात कीजिए कि 000 वर्षों में मौलिक नाभिकों की संख्या के कितने प्रतिशत अवशिष्ट रहेंगे? 

(9) यदि रेडियोधर्मी पदार्थ निर्मित होने के | वर्ष बाद 00 ग्राम अवशिष्ट रहता है और निर्मित होने के 2 वर्ष 
बाद 75 ग्राम अवशिष्ट रहता है, तो ज्ञात कौजिए कि पदार्थ का कितना द्रव्यमान निर्मित किया गया था। 
यदि ब्याज सांतत: 6 प्रतिशत वार्षिक ब्याज की दर से संयोजित होता है, तो 000 रु, 0 वर्षी बाद कितना हो 
जाएगा? 000 रु को दो गुना होने में कितने वर्ष लगेंगे? 


(० - [.822) (लगभग) 
ऋमरे से बाहर तापमापी का पादयांक 80% है। 5 मिनट बाद तापमापी का पाठ्यांक 60% हो जाता है। इसके 
5 मिनट और बाद पाठ्यांक 50% हो जाता है। बाहर का तापमान कितना है? 


किसी बक्र के प्रत्येक बिंदु पर स्पर्शी की प्रवणता उस बिंदु के निर्देशांकों के योगफल के' बशबर है। इस कुल 
की वह बक्र ज्ञात कीजिए जो मूल बिंदुगामी है। 


. किसी वक्र के प्रत्येक बिंदु पर स्पर्शी की प्रवणता उस बिंदु के भुज के वर्ग के बराबर है। (-, !) से म वाली 





विशिष्ट वक्र ज्ञात कौजिए। 


, एक वक्र के किसी बिंदु पर स्पर्श रेखा का »-अक्ष पर अंतःखंड स्पर्श बिंदु के कोटि के 


(, !) से जाने वाली विशिष्ट वक्र ज्ञात कीजिए। 


476 गणित 


























कक पृष्ठभूमि 


. अवकल समीकरण विज्ञान की प्रमुख भाषाओं में से एक है। रोचक तथ्य यह है कि अवकल समीकरणों की 
जन्म-तिथि नवंबर , 675 है,जब मान्य गाटफ्राबड विंलहेलम फ्रेहर लैबनीज [0060 भारत मरना 


| ॥अंणाां० (646-- ॥7 6)] ने सर्वप्रथम सर्वसमिका, | अब + ह 9” , को लिखित रूप में प्रस्तुत किया तथा उनसे 


- दोनों प्रतीकों | और 89 से परिचित करायां। वस्तुतः लैबनीज ऐसी बक्र को ज्ञात करने की समस्या में मग्न 
थे जिसकी स्पर्श रेखा निर्दिष्ट हो। इस समंस्यो ने सन्‌ 69] में उन्हें 'चरों के पृथक्करणीय विधि' के अन्वेषण 
का मार्ग-दर्शन कराया। एक वर्ष पश्चात्‌ उन्होंने “प्रथम कोटि के समघातीय समीकरणों के हल करने की 
_विधि' का सूत्रीकरण किया। वे आगे बढ़े और अल्प समंय में उन्होंने 'प्रथम कोटि के रैखिक अवंकल समीकरणों 
को हल करने की विधि' का अन्वेषण किया।,कितना आश्चर्यजनक है कि उपर्युक्त सभी विधियों की खोज अकेले 

' एक व्यक्ति दूवारा अवकल समीकरणों के जन्म के पच्चीस वर्षों के अल्पावधि के अंतर्गत संपन्न हुई। 


प्रारंभ में अवकल समीकरणों के 'हल' करने की प्रविधि को अवकल समीकरणों के 'समाकलन' के रूप में 

निर्दिष्ट किया गया था। यह शब्द सन्‌ 690 में प्रथमतः जेम्स बरनौली (]7०5४ 87०77, 654 - 705) द्वारा 

प्रचलन में लाया गया। शब्द “हल (5०४४०) ' का सर्वप्रथम प्रयोग जोसेफ लुईस लैगरेंज. []056ए॥ 7,0परंड 

[8072० (।736 - 83)] द्वारा सन्‌ 774 में किया गया। यह घटना अवकल समीकरंणों के जन्म से लगंभग 

00 वर्षों बाद घटित हुई। ये जुल्स हेनरी प्वाइनकारे महोदय [065 ०णाप्र ९००४७ (854-9व2)|] थे, जिन्होंने 
. शब्द 'हल' के प्रयोग के लिए अकाट्य तर्क प्रस्तुत किया, फलतः आधुनिक शब्दावली में शब्द '४0ए४०० 
, . (हल) को अपना डचित स्थान प्राप्त हुआ। 'चरों के पृथक्करणीय विधि' का नामकरण जॉन बरनौली (667 
“-748), जेम्स ब्रस्नौली के अनुज द्वारा किया ग्या। 


: ज्यासितीय समस्याओं में इनके: अनुप्रयोग परे भी -बिंचार किया-गया। ये जॉन बरनौली थे, जिन्होंने सर्वप्रथम अवकक 
'समीकरणों के जटिल रूप को प्रकाश में लाए। दिनांक 20 मई, 76 को लैबनीज को संबोधितः एक पत्र में 
: उन्होंने प्रदर्शित किया कि अवकल समीकंरण ह 
हक #% हज के कर | । | 
. के हल तीन प्रकार की वक्रों नामतः परवलय, अतिपरवलय और घनीय-वक़रों के एक समूह का मार्ग-दर्शन कराते _ 
. हैं। यह दर्शाता, है कि ऐसे सरल दिखाई पड़ने वाले अवकल समीकरणों के हल कैसे.नाना रूप धारण करते 

हैं। 20 वीं शताब्दी के उतरार्थ में 'अवकल समीकरणों के. गुणात्सक विश्लेषण! शीर्षक के अंतर्गत अवकल 

समीकरणों- के हलों की जटिल प्रकृति के आविष्कार हेतु ध्यान आकर्षित किया गया। आजकल इसने -लगभग 
| री आिषकाएं के अल आतिष्कारों हेतु अत्यंत आवश्यक प्रविधि के रूप में प्रमुख स्थान प्राप्त कर लिया है। 


भाग छ (अध्याय 5 - 6) 

ऐेच्छिक - विज्ञान के छात्रों के लिए 
प्रारंभिक स्थिति विज्ञान... क्‍ 
पाकर शशाएह__ _|६ 





5.4 भूमिका (ग्राप्न०्वंप्रथांणा) 


इस पुस्तक के । से 4 तक के अध्यायों में हमनें बीजगणित, कलन (कैलकुलस), सदिश, ज्यामिति, 
 अवकल समीकरणों आदि विषयों का अध्ययन किया है। यह अध्याय और अगला अध्याय आपको यंत्र विज्ञान 
(यांत्रिकी) की दो शाखाओं अर्थात्‌ स्थिति विज्ञान और गति विज्ञान के प्रारंभिक ज्ञान देने के उद्देश्य से लिखे 
गए हैं। हमारे मन में दो प्रश्नों का उठना स्वाभाविक है : 

(0) स्थिति विज्ञान और गति विज्ञान क्या हैं? और 

(४) हम बत्र विज्ञान का अध्ययन क्‍यों करते हैं? 


बलों और उनके पारस्परिक प्रतिक्रियाओं के एक पिंड ( पिंडों) पर पड़ने वाले प्रभाव का अध्ययन करने 
वाले विज्ञान को यंत्र विज्ञान कहते हैं। स्थिति विज्ञान, यंत्र विज्ञान की वह शाखा है, जिनके अंतर्गत हम उस 
अवस्था पर विचार करते हैं, जिसमें कार्यरत बलों के प्रभाव में पिंड / पिंड समूह स्थिर दशा में रहते हैं। यंत्र 
विज्ञान की वह शाखा जिसके अंतर्गत गतिमान पिंडों पर कार्यरत बलों के प्रभाव का अध्ययन किया जाता 
है, गति विज्ञान कहलाता हे। 


हमारे द्वारा यंत्र विज्ञान के अध्ययन करने के कम से कम तीन कारण हैं। प्रथम, यह कि हम यंत्रों के 
युग में रह रहे हैं जिनकी (यंत्रों की) रूपरेखा यंत्र विज्ञान के ज्ञान के बिना नहीं की जा सकती है। वास्तव 
में अभियांत्रिकी के पाद्यक्रम में यह सबसे अधिक मौलिक विषय है। द्वितीय कारण यह है कि यंत्र विज्ञान 
भौतिक शास्त्र का आधार है, जिसका अध्ययन प्रकृति की प्रक्रियाओं को समझने में सहायक होता है। तृतीय, 
यह कि यंत्र विज्ञान के आधारभूत तर्क और इसमें प्रयुक्त विधियों, दोनों में ही, गणितज्ञ रुचि लेते हैं। यंत्र 
विज्ञान का प्रत्येक विद्यार्थी दो प्रकार से चिंतन करना सीख जाता है -- भौतिक विधि से और गणितीय विधि 
से। अभियंता और भौतिक-विज्ञानी, भौतिक विधि (परीक्षण, आरेख या मॉडल द्वारा) से चिंतन करते हैं, 
पर जब एक प्रमेय या परिणाम सिद्ध करना होता है तो वे अवचेतन रूप से गणितीय विधि (समीकरणों और 
सूत्रों आदि के पदों में) से चिंतन करने लगते हैं। दूसरी ओर, एक गणितज्ञ प्रारंभ में गणितीय विधि से चिंतन 
करता है, किंतु जब किसी को अपने विचारों का आरेखों द्वारा संपूरण करना होता है तब चिंतन भौतिक विधि 
में परिवर्तित हो जाता है। ' 
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इस अध्याय के अनुच्छेद 5.2 में, हम पहले स्थिति विज्ञान के मौलिक अवधारणाओं पर विचार करेंगे। 
अनुच्छेद 5.3 में बल और बलों के निकाय, बल-संयोजन एवं बल-वियोजन पर विचार किया गया है। अगला 
अनुच्छेद अर्थात्‌ अनुच्छेद 5.4 एक कण पर लगे तीन बलों के संतुलन के अध्ययन हेतु समर्पित है। इस 
अनुच्छेद में हमने, विशेष रूप से, बल त्रिभुज का नियम और उसके विलोम तथा लामी का प्रमेय और उसके 
विलोम का कथन दिया है और उनको सिद्ध किया है। समांतर बल, किसी बिंदु के परितः और किसी रेखा 
के परितः एक बल के आंधघूर्ण साथ ही साथ एक बल-युग्म और उसके आधूर्ण की परिचर्चा अनुच्छेद 5.5 
में की गई है। अंत में यंत्र विज्ञान के विकास से संबंधित ऐतिहासिक टिप्पणी प्रस्तुत की गई है। अवधारणाओं 
और उनके अनुप्रयोगों को स्पष्ट करने के लिए सरल किए हुए उदाहरण दिए गए हैं। लगभग सभी अनुच्छेदों 
में, आपके दबारा अर्जित ज्ञान के अभ्यास के किए कुछ प्रश्न (प्रश्नावली) दिए गए हैं। 


5.2 मौलिक अवधारणाएँ (छत्नछ्८ (१०॥८७०(5 ) 


किसी विषय के अध्ययन में, कुछ ऐसे पद (शब्द) होते हैं, जिनका प्रयोग बार-बार होता है, जैसे बिंदु, रेखा, 
अक्ष आदि पद ज्यामिति के अध्ययन में बारंबार आते रहते हैं। इन तकनीकी शब्दों के अतिरिक्त कुछ ऐसे 
शब्द (पद) भी प्रयोग में आते रहते हैं, जिनका अर्थ हमें ज्ञात होना चाहिए। जब हम किसी नवीन विषय या 
उसकी शाखा का अध्ययन प्रारंभ करते हैं, तो यह अपेक्षित नहीं है कि हम इन तकनीकी शब्दों के अर्थ जानते 
हों। इन शब्दों को औपचारिक रूप से प्रस्तुत किया जाता है, वास्तव में हम इनकी परिभाषा देते हैं। सामान्यतः 
प्रयास होता है कि नवीन बातों की व्याख्या उन बातों के पदों में की जाए जिनसे हम पूर्व परिचित हैं। 


नीचे हम स्थिति विज्ञान कौ मौलिक अवधारणाओं के कुछ उपादानों का विवरण दे रहे हैं। 


35.2.] कण, पिंड ओर दृढ़ पिंड (?क#श॥ट&, 2०दोढड बहाव 7ऐड्र2 7०4८७) द्रव्य के इतने छोटे टुकड़े 
को, जिसमें कोई आकार नहीं होता है, अपितु एक निश्चित स्थिति होती है, कण कहते हैं। एक पिंड द्रव्य 
का वह अंश है जो आकाश (समष्टि) के एक परिबदुध क्षेत्र को घेरता है। अत: एक कण एक इतना सूक्ष्म 
पिंड है, जिसके आकार की, तर्क के उद्देश्य से, उपेक्षा की जा सकती है। दूसरे शब्दों में, एक कण अत्यंत 
सूक्ष्म आकार वाला पिंड होता है और एक पिंड असंख्य कणों से मिलकर बनता है। एक पिंड को दुढ़ पिंड 
कहते हैं, यदि उसके किन्‍्हीं भी दो कणों के बीच की दूरी सदैव अचर रहती है अर्थात्‌, जिसके भागों (अंशों) 
की स्थितियाँ, एक दूसरे के सापेक्ष सदैव, अपरिवर्ती रहती है। 


5.2.2. व्रव्यमान और घनत्व (॥8655 #४ ८०४७४४9) जिस प्रकार व्यापार (लेन-देन) में हम वस्तु का 
मूल्य निर्धारित कर देते हैं, उसी प्रकार हम द्रव्य के प्रत्येक टुकड़े (खंड) के प्रति एक संख्या निर्धारित कर 
सकते हैं। इस प्रकार, वास्तव में हम मिश्चित (स्थिर) द्रव्यमान (मात्रा) के नियम को स्वीकार करते हैं, 
अर्थात्‌ प्रत्येक कण के संगत एक अद्वितीय वास्तविक संख्या होती है, जिसे कण का द्रव्यमान कहते हैं, 
और कण का यह द्रव्यमान सदैव स्थिर (अपरिवर्ती) रहता है। 


एक पिंड का द्रव्यमान, उसमें समाहित (अंतर्विष्ट) कणों के द्रव्यमान के योगफल के तुल्य होता है। 
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मापन के मीटरी पद्धति में, द्रव्यमान की इकाई एक ग्राम कहलाती है और यह (एक ग्राम) 4० सेंटीग्रेड . 
के तापमान' पर एक घन सेंटीमीटर आसुत पानी के द्रव्यमान के समतुल्य होता है। किसी वस्तु का घनत्व उसके 
ग्रति इकाई आयतन के द्रव्यमान को कहते हैं। अत: यदि किसी पिंड का आयतन तथा द्व॒व्यमान क्रमशः ५ 
तथा # से निरूपित हो, तो ## ५०, जहाँ 7 पिंड के पदार्थ का घनत्व है। 


5.2.3 विरामावस्था (विश्रामावस्था) (772४7) किसी पिंड की विरामावस्था और गतिक अवस्था सापेक्ष : 
पद हैं। एक गतिमान ट्रेन में बैठे एक व्यक्ति के सापेक्ष, बगल में बैठा उसका एक सहतयात्री विरामावस्था में 
है, जबकि धरती पर खडे एक व्यक्ति के सापेक्ष वही यात्री, ट्रेन सहित, गतिक अवस्था में है। इसी प्रकार, 
हमारे यह कहने का, कि सड़क के एक चौराहे पर, एक कार विरामावस्था में आ गई है, अर्थ है कि 
विरामावस्था में आने के पश्चात्‌ पृथ्वी के धरातल पर उसके चारों ओर स्थित वस्तुओं के सापेक्ष वह कार 
एक ही स्थिति में रहती है। तथापि, यह कार सौर-मंडल के सापेक्ष एक ही स्थिति में नहीं रहती है। 


एक कण विय्मावस्था में कहलाता है, यदि वह अपने चारों ओर के वस्तुओं के सापेक्ष अपनी स्थिति 
बदलता नहीं है और एक पिंड विरामावस्था में कहलाता है यदि उसमें अंतर्विष्ट प्रत्येक कण विरामावस्था में हैं। 
5,3 बल (४0४८९) 


एक ऐसे कर्ता / ऐसे कारण को जो किसी कण / पिंड के विरामावस्था अथवा गतिक अवस्था में परिवर्तन 
उत्पन्न करे या परिवर्तन उत्पन्न करने की चेष्टा / प्रयास करे, बल कहते हैं। 


वह बल, जिससे पृथ्वी किसी पिंड को अपने केंद्र की ओर आकर्षित करती है, पिंड का धार कहलाता 
है। बल एक मौलिक अवधारणा है। एक बल का विचार करने के लिए, हमें एक ऐसे पिंड युग्म पर विचार 
करना होगा, जिनमें से प्रत्येक , परस्पर प्रतिक्रिया करते हुए, दूसरे करे विरामावस्था या गतिक अवस्था में परिवर्तन 
उत्पन्न करता है अथवा परिवर्तन उत्पन्न करने की चेष्टा करता है। 


आइए, हम पतंग उड़ाने की समस्या पर विचार करें। जब हम तेज (झोंकेदार) हवा में उड़ती हुई एक 
पतंग की डोर पकड़े रहते हैं, तब हमें इस डोर में हाथ से अलग होने वाले स्थान (बिंदु) पर एक खिंचाव 
: “या 'तनाव' का बोध होता है और हमें अनुभूति होती है कि यह “बल ' एक ऐसी वस्तु है जिसका मापन किया 
जा सकता है तथा यह कि भिन्न-भिन्न समय पर इसका मान परिवर्तित होता रहता है। 


पुन; पतंग के साथ-साथ इस डोर के इधर-उधर हिलने के कारण यह बल किसी समय पर एक दिशा 
में तो किसी अन्य समय पर दूसरी दिशा में कार्य करता है। इससे यह स्पष्ट होता है कि एक बल में परिमाण 
होता है और यह एक सुनिश्चित रेखा में कार्य करता है (इस दशा में डोर की दिशा)। पुनः, यह माना जा 
सकता है कि यह बल एक निश्चित बिंदु पर क्रियारत है (वह बिंदु जहाँ डोर हाथ से अलग होती है)। 

अत: एक विशिष्ट पिंड पर कार्यरत बल की मात्रा को ' बल का परिमाण' कहते हैं। पिंड के उस बिंदु 


को, जिस पर बल कार्य करता है, ' बल का क्रिया बिंदु कहते हैं। अंततः बल की क्रिया रेखा द्वारा 'बल 
की दिशा' प्राप्त होती है। अतः एक बल पूर्णतया निर्धारित हो जाता है, यदि हमें उसका () परिमाण, (7) दिशा 
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और (0) क्रिया बिंदु ज्ञात है। अत: बल एक सदिश राशि है क्योंकि बल की एक क्रिया रेखा तथा एक क्रिया 
बिंदु भी होते हैं, इसलिए बल एक 'स्थानिक सदिश' होता है। 


5.3.4 बलों के प्रकार (7]%४ ०7/०४/८८४७) 


(अ) क्रिया और प्रतिक्रिया जब दो पिंड, मान लीजिए कि & और 8, एक दूसरे को स्पर्श करते हैं, तो उनमें 
से प्रत्येक, स्पर्श क्षेत्र के आर-पार, एक दूसरे पर एक बल प्रयोग करते हैं। यदि पिंड & द्वारा पिंड छ 
पर लगाए गए बल को क्रिया कहा जाए तो पिंड 8 द्वारा पिंड & पर लगाए गए बल को प्रतिक्रिया कहते 
हैं। न्यूटन के क्रिया-प्रतिक्रिया नियम के अनुसार, बलों का यह जोड़ा परिमाण में बराबर किंतु दिशा में 
विपरीत होते हैं। 


(ब) तनाव और प्रणोद दि. एक बल एक डोर या एक स्प्रिंग (कमानी) के माध्यम द्वारा क्रिया करता 
है, तो बल को खिंचाव या तनाव कहते हैं और यदि बल एक छिंडु के माध्यम द्वारा क्रिया करता है तो 
उसे ग्रणोद या धक्का कहते हैं। 


(स) आकर्षण और विकर्षण यदि दो पिंड, बिना स्पर्श किए या बिना किसी दृष्टिगोचर / स्पर्शनीय माध्यम 
के, एक दूसरे पर बल प्रयोग करते हैं, तो इस प्रकार के बलों को आकर्षण या विकर्षण कहतें हैं। यदि 
पिंडों की प्रवृत्ति एक दूसरे के समीप आने की हो, तो दोनों पिंड परस्पर आकर्षित होते हैं और यदि उनकी 
प्रवृत्ति एक दूसरे से दूर जाने की हो, तो वे परस्पर प्रतिकर्षित या विकर्षित होते हैं। गुरुत्वीय (गुरुत्वाकर्षण) 
बल या एक चुंबक द्वारा लौह-कणों पर प्रयुक्त बल आकर्षण बल के उदाहरण हैं। किसी चुंबक के 
उत्तर-ध्रुव द्वारा दूसरे चुंबक के उत्तर-ध्रुव पर या दक्षिण-श्रुव द्वारा दक्षिणी श्रुबव पर प्रयुक्त बल 
प्रतिकर्षण बल होते हैं। 


इस अध्याय में हम बल की इकाई को न्यूटन के रूप में प्रयोग करेंगे जो अंतर्राष्ट्रीय मानक ($.. (700) है 
और जिसे प्रतीक )५ से निरूपित किया जाता है। ह 


5.3.2 बलों का निकाय (९:६४४ ०//०/८०५) किसी भौतिक स्थिति में इस बात की संभावना बहुत कम 
है, कि हमें केवल एक बल का सामना करना पड़े। बहुधा एक से अधिक बल पिंड पर कार्यरत होते हैं। 


उदाहरणार्थ, मान लीजिए कि एक पिंड किसी चिकने नत समतल पर रखा है और इस 'पर एक बल 7 कार्य 
कर रहा है। पिंड पर कार्यरत बल 

है -औ ते 
र्‌ ् 





(0) पिंड का भार, फ 
(४) समतल की पिंड पर प्रतिक्रिया पं और 
(7) लगाया गया बल, ए (आकृति 5.) है। 


, अतः एक कण या एक पिंड पर कार्यरत बलों के समुच्चय को 
बलों का निकाय कहते हैं। | आकृति १5, 
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एक बल निकाय समतलीय कहलाता है, यदि निकाय के सभी बलों की क्रिया रेखाएँ एक ही तल पर 
स्थित हों; अन्यथा उनको असमतलीय कंहते हैं। 


एक बल निकाय संरेख कहलाता है यदि सभी बलों की क्रिया रेखाएँ सर्वनिष्ठ हों। 


यदि एक बल निकाय के सभी बलों की क्रिया रेखाएँ एक दूसरे के समांतर हों, तो उसे समांतर बल 
निकाय कहते हैं। जब दो या अधिक. बल एक कण (पिंड) पर कार्य कर रहे हों और कण (पिंड) स्थिर 
अवस्था में बना रहे, तो कहा जाता है कि बल सुलन में है। उदाहरणार्थ, यदि दो बराबर (समान) और विपरीत 
बल एक कण पर कार्यरत हों तो कहा जाता है कि बल 'संतुलन' में है (आकृति 5.2)। तथापि एक दृढ़ 
पिंड पर कार्यरत बराबर और विपरीत बल संतुलन में होंगे यदि और केवल 


यदि दोनों बलों की क्रिया रेखाएँ समान हों। -प ह। 


अब हम बल निकायों के संयोजन (निष्कासन) के अलग-अलग और: 
सम्मिलित प्रभाव पर विचार करेंगे। हमें ज्ञात है कि यदि एक दृढ़ पिंड के 
किसी बिंदु पर हम दो बराबर और विपरीत बलों को लगाएँ, तो उनका दृढ़ पिंड के संतुलन पर कोई प्रभाव 
नहीं पड़ता है। अत: यदि एक पिंड के किसी बिंदु पर दो बराबर और विपरीत बल कार्यरत हों, तो उन्हें हम 
निकाल (हटा) सकते हैं। व्यापक- रूप से, हमें अध्यारोपण नियम ज्ञात है, जिसका कथन है कि 'एक 
बल-निकांय को जो संतुलन में है, एक दूसरे बल निकाय में जोड़ या उसमें से निकाल सकते हैं, बिना दूसरे 
बल निकाय की स्थिर अवस्था या गतिक अवस्था को .प्रभावित किए हुए।' 


आकृति 45.2 


5.3.3 बलों का परिणामी बल (९८६5४॥४८०४४ ०//०/८४५) यदि दो या दो से अधिक बल छ,2, 5५,... 


किसी पिंड पर लगे हैं और यदि कोई एक अकेला बल ए इस प्रकार का प्राप्त किया जा सके, जिसका पिंड 


पर वही प्रभाव हो जो उस पर लगे सभी बलों 7, 9),79,..., का है, तो अकेले बल ऐ को दिए हुए बलों. 


का परिणामी बल कहते हैं और दिए हुए बल 7,7५,73,..., बल [२ के घटक बल कहलाते हैं। 


एक पिंड पर समान दिशा में लगे दो बलों पर विचार कीजिए; स्पष्ट है कि उनका परिणामी बल 'उन 
दोनों बलों के योग के बराबर होगा और उसकी दिशा दिए हुए दोनों बलों की दिशा के समान होगी, उदाहरणार्थ 
57 और 97 के , किसी पिंड पर, कार्यरत दो बल, दिए हुए बलों की दिशा में कार्यरत 4] के एक अकेले 
बल के समतुल्य होते हैं। . 


अब एक पिंड पर विपरीत दिशाओं में लगे दो बलों पर विचार कीजिए; उनका परिणामी बल उन दोनों 
बलों के अंतर के बराबर होगा और उसकी दिशा दिए हुए बलों में से बड़े बल की दिशा के समान होगी, 
उदारहणार्थ, विपरीत दिशाओं में कार्यरत दो बल जिनके परिमाण क्रमश: 5)ए और 9 [४ हैं, समतुल्य हैं। एक 
47 के अकेले बल के जो दिए हुए 90 के बल की दिशा के समान दिशा में कार्य करता है। 
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जब दो बल एक बिंदु पर (एक कण पर या एक दृढ़ पिंड पर) कार्य करते हैं, तो उनका परिणामी बल 
'बलों के समांतर चतुर्भुज नियम' द्वारा ज्ञात किया जाता है, जिसका कथन इस प्रकार है : “यदि एक बिंदु 
पर लगे दो बलों को, परिमाण तथा दिशा में, किसी समातंर चतुर्भुज की उन दो भुजाओं से निरूपित किया 
जाए, जिन्हें चतुर्भुग के किसी कोणीय बिंदु.से खींचा गया हो, तो उनका परिणामी बल परिमाण तथा दिशा 
में, समांतर. चतुर्भुज के उस विकर्ण दूबारा निरूपित होगा, जो उस कोणीय बिंदु से होकर जाता है।” 


किसी बिंदु पर दो दिज्ञाओं में कार्यरत दो बलों के परिणामी बल का परिमाण और दिशा ज्ञात करना। 


छ 

मान लीजिए दो बल 7 और ठै क्रमशः रेखाखंडों 0७ कई हि ८ 
और 098 से निरूपित होते हैं, इस प्रकार कि «03-0० है। ९३ । 
चतुर्भुज 00८8 को पूरा बनाइए (आकृति 5.3)। तब बल ; जे । 


चतुर्भुज नियम से, 02, बल 9 और ठे के परिणामी बंल को 
निरूपित करती है। मान लीजिए कि 00 > २ और 2000 58 
(06 (बढ़ी. हुई) पर ("0 लंब खींचिए। तब 
(00 5 00७ + &[0 5 08 + ७(:. ००७४ “(४७० (आकृति ॥5.3 दुबारा) 
न २ + (0) ०08 ४8070 5? + (१ ००05 ० 
इसके अतिरिक्त 900 - ७0 आं१2040 < 0 जरा ० 


अतः १ 5 0९% 5 00% + (007 5 (0 + (0 ८05 ०)१+ (09०0: 
2 + (११+ 270 ०080. 
अथवा हि चः ९ +07 + 270 ८०४० +(07 + 270) ८०४० 
00 0४० 


था ा059॥ “(९086 > क+"ण 
| (702 27+(९०5० 


उपर्युक्त दो सूत्रों दवारा परिणामी बल के परिमाण और दिशा ज्ञात होते हैं। 

टिप्पणी यदि <80«& एक अधिक कोण हो, तो 0) की स्थिति 0 और & के मध्य होगी (आकृति 5.4)। 

और 0705 04 -- 04 5 02 - ७0 ००४ ८020९ 
न एी- (०008 (47- ०) + ?+ (९००४० 


अत: दिए हुए बलों के बीच चाहे न्‍्यून कोण हो या अधिक 
कोण हो, परिणामी बल के परिमाण और दिशा के लिए प्राप्त ८३ 05 
व्यंजक समान रहते हैं। " - ३0248 4228 
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दशा । यदि बल परस्पर समकोण बनाते हों, तो 


छः हर ,अतएव ९ > [?? + 0? और छत 0 < ् 


बशा 2 यदि बलों के परिमाण समान हों और दोनों फछ्े के बराबर हों, तो 


ए ७ -72(0++ 2००४०) 5 27०05 दर 


छल 2 8]--“ 008-- हा 
और द्वा] 0:-:-+४ हू "7:35 ८ धा-- 
2+7?0050 2608 


अत; परिमाण में समान दो बलों का परिमाणी बल दोनों बलों के बीच के कोण को समद्विभाजित करता है। 


उदाहरण | 8]ए और 6॥0 के दो बल एक बिंदु पर लगे हैं और उनके बीच का परस्पर झुकाव 60० है। उनके 
परिणामी बल का परिमाण और दिशा ज्ञात कीजिए। 


इल मान लीजिए कि परिणामी बल का परिमाण ए हो और दो बलों में से एक से (मान लीजिए कि 
8] वाले बल से) कोण 6 बनाता है (आकृति 5.5)। 


ए? + 0? +270००४० 4 
हि (छः + 0? + 27200 0050 (दिया है [? * 8, (९७6, ० ₹ 60% -+ )] 


न्‍्न ३ +6 +208) (6) व्व्थ्कु +67 +2(8) (6) ००४. 


मन (४4+36+2(४(०ट । 64+36+ 2(8) (6) प्र 


5 48 <2(437) ए 
और (2850 


का 6 ८ 
7?+(००5०. 





6| “++: 5 
6 झं0 (7: / 3) 2 ३४३ 


8+ 6208 77/3 ४+ब | +6 ठ) ] 
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३५४5 
अर्थात्‌: 85: ७] 


हित ः 3५3 
अतः; परिणामी बल का परिमाण 2/37 ४ है और यह 873 वाले बल से था! [कं ] 'कोण पर झुका है। 


उदाहरण 2 87 ।7 और 84 || के दो बल एक दूसरे पर लंबवत्‌ कार्यरत हैं। इनका परिणामी बल ज्ञात 
कीजिए। 


हल मान लीजिए कि परिणामी बल का परिमाण ॥१ हो और यह 87]४ वाले बल से कोण 6 बनाता है 
(आकृति 5.6)। तब * 


- ६७ २2 + 0) - २४4) +87? - 2050 (यहाँ 75 87, 0584) 


84 4 छ ० 
और धा] 9 रू दे स्-797.6.,0 + ७ण तह) ऐप 
7? १87 487 -> ्‌ 
6 < 84४ 
४०९ 


हु क्‍ 


अतः परिणामी बल का परिमाण 205 ]7 और यह 87४ वाले 


84 0 28 ! 
बल से छा (क्र) का कोण बनाता है। हम 
आकृति १5,6 
उदाहरण 3 एक बिंदु पर ल॑ंगे दो बल ऐसे हैं कि यदि उनमें छ 


से एक की दिशा विपरीत कर दी जाए, तो परिणामी बल 
एक समकोण घूम जाता है। दर्शाइए कि दिए हुए दोनों बल 
परिमाण में बराबर हैं। 


हल मान लीजिए दो बल ए और 6 एक बिंदु 0 पर 0& 
और 09 दिशाओं में कार्यरत हैं तथा एक दूसरे से कोण ७ 


बनाते हैं। मान लीजिए कि उनके परिणामी बल ऐ का बल 


# की दिशा से झुकाव 8 है (आकृति 5.7)। तब 
(250 
2?+(0080 () 


8009 





जब दोनों में से एक बल मान लीजिए कि बल ऐ की दिशा | 
विपरीत कर दी जाती है, तो प्रश्नानुसार आकृति ॥5.7 


(१४7(77- ०) 
7/2-9)ल्‍5--_--+7-++++5 
प््ा 5५ 2 7?+(५००४(77- ०) 
खत (१४70 0 
ः लि टलश 7-(३१००5० 


फल () और (2) से, हमें ज्ञात होता है कि: 


(४70__ ?-(०००5० 
7?+(0080 0च॥लाा० . 


अथवा (१ आआ? ७८१०? -- (१९ ०087 ० ु 
अथवा (* (57 ०+ ०057 ०) 5८ ?? 
अथवा 0१ > 7? 

अथवा [९-॥० 


अत; अभीष्ट फल प्राप्त हुआ। 
आप अब निम्नलिखित प्रश्नों को सरल करने का प्रयास करें। 


प्रश्नावली 5. 
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(2) 


ह 3 
. एक दूसरे से ६॥॥7 | 7 | के कोण पर झुके हुए 0॥0 और 5॥४ के दो बलों का परिणामी बल ज्ञात कीजिए। 
4 


2. क्रमशः 2/0 और 8४३ के दो बलों का महत्तम तथा न्यूनतम परिणामी बलों को ज्ञात कीजिए 
3. लंबवत्‌ कार्यरत क्रमश: 5]7 और 2]४ के दो बलों का परिणामी बल ज्ञात कीजिए। 


4. कोण 9 पर कार्यरत दो बलों 9 और ८2 का परिणामी बल (2#+]) ,?? + 0? के बराबर है और जब वे 


(7772-09) कोण पर कार्य करते हैं तब परिणामी बल (2#8-) ४एए+6? +(* के तुल्य होता है। दर्शाइए कि 


धा0 + (--) / (॥४+ ) 


5. एक बिंदु पर कार्यरत दो बलों 7 और 0 का परिणामी बल ए्र, है। यदि उनमें से एक की दिशा विपरीत कर 


दी जाए, तो परिणामी बल २, हो जाता है। दर्शाइए कि 
पर +२,८2(7+ ०0) 
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6. एक दूसरे से कोण ०» पर झुके हुए दो बलों का परिणामी बल उन दोनों के कोण | पर झुके होने पर प्राप्त परिणामी 
बल का दो गुना है। सिद्ध कीजिए कि 


«ही 


7. एक बिंदु पर कार्यरत दो बलों छ और 0 का परिणामी बल परिमाण में ,/5 ० है और यह 9 की दिशा से 
30" का कोण बनाता है। सिद्ध कीजिए कि या तो 7 तुल्य है 0 के या उसके दुगुने के तुल्य है। 


5,3,4एक बल के घटक तथा वियोजित भाग ((०मफ्कादकाह द्रव +2४07ए2वं 7द/78 ० ६ /07८८) 
हमें ज्ञात है कि दी गई संगत भुजाओं 08 और 098 से केवल एक समांतर चतुर्भुज की रचना की जा सकती 
है और इस चतुर्भुज का विकर्ण 00 अद्वितीय रूप से निर्धारित होगा (आकृति 5.8)। 

आ। 


० 
आकृति १5,8 
हमें यह भी ज्ञात है कि 0८: विकर्ण वाले असंख्य समांतर चतुर्भुजों की 
रचना की जा सकती है और इनमें से प्रत्येक समांतर चतुर्भुज की दो संगत हद 
भुजाओं द्वारा घटकों का एक जोड़ा प्राप्त होगा। अतः एक बल को दो 3 
घटकों में असंख्या तरीकों (ग्रकार से) से वियोजित किया जा सकता है 
(आकृति 5.9)। 


यदि हमें एक बल दिया हो और हम दी हुई दिशाओं में उस बल के ? से 
घटकों को ज्ञात करें जिनका प्रभाव दिए गए बल के प्रभाव के तुल्य हो, ' >> 
तो इस प्रक्रिया को बल का वियोजन या संक्षेप में बल-वियोजन कहते हैं। द् 


ञ आकृत्ति 45.9 
हम अब दो दी गई दिशाओं के अनुदिश एक दिए हुए बल के घटकों 
'को ज्ञात करेंगे। । 


छ 


मान लीजिए कि 00 एक दिए हुए बल ए को निरूपित करती है। मान लीजिए कि 08 और 08 


दो निर्धोरित दिशाएँ जो दिए हुए बल से क्रमशः ० और (8 कोण बनाती हैं। ८ से, 0& के समांतर एक रेखा 
खींचिए, जो 08 से ३ पर मिलती है। पुनः 0! से, 08 के समांतर एक रेखा तथा खींचिए, जो 0. से ॥/ पर 


मिलती है! इस प्रकार 0/0 तथा 0५ दिए हुए बल एल के अभीष्ट घटक हैं। मान लीजिए हम इन घटकों 


: को क्रमशः और ठै से प्रकट करते हैं (आकृति 5.0)। 
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अब |४०, जो कि 00 के बराबर और समांतर है, बल 0 को हट 
निरूपित करती हेै। (या 
हमें ज्ञात है कि 8 
200५5 ०, <000 5 8 हे 
अत; <20श0 5 807 -- 270५ - 807 -- (७ +3) ० के परे 
क्योंकि, त्रिभुज 0/0 की भुजाएँ क्रमश: सम्मुख कोणों के ड2 आकृति १5.१0 


के समानुपाती हैं, अतः 


8720९. 8४72 ४00 0 ७४7720)/(: 


सि लि मर मनन 

ला. पते 3 आं00  &7(77-(०८+9)) 
[088 > - आए ० 

अथवा ? 5 ( &6+छ9 (७+ ३) और पक पर 37 (७+ )) 


ये दिए हुए बल के अभीष्ट घटक हैं और दिए हुए » और 8 के लिए अद्वितीय हैं। 
बलों के वियोजन की सबसे महत्त्वपूर्ण दशा वह है जिसमें हम एक बल को उसके दो लंबवत्‌ घटकों 
में वियोजित करते हैं। 


अतः, यदि ७+3 > 90", तो उपर्युक्त सूत्रों से बल फ के वियोजित भाग निम्न प्रकार होंगे : 


शत 7&॥॥(77/2 -- ०) - 7८050. और 0-< रझ्ंपरण 
शत 7/2 शा। 772 


: किसी दी गई दिशा में एक दिए हुए बल का वियोजित भाग, दिए हुए बल को बल और और दी हुई 


च््श्श्ा 0 





दिशा के बीच के कोण के ००शआंगर० से गुणा करने पर प्राप्त होता है। उदाहरणार्थ एक बल ए का, ए से 
कोण ० बनाने वाली दिशा में ए ८०5 ० होता है। 


उपर्युक्त से यह नोट कीजिए कि किसी बल का उससे समकोण बनाने वाली दिशा में वियोजित भाग 
शून्य होता है (क्योंकि & ६90", 7 ००४ (57/2) 50) अर्थात्‌ लंब दिशा में किसी बल का प्रभाव शून्य होंता 
है। उदाहरण के लिए रेलगाड़ी के उस डिब्बे पर विचार कीजिए जो पटरी पर विरामावस्था में खड़ा है। डिब्बे 
को, एक ऐसे क्षेत्तिज बल द्वारा, जो पटरी से लंबवत्‌ दिंशा में कार्यरत हो, पटरी के अनुदिश नहीं चलाया 
जा सकता है, क्योंकि पटरी के अनुदिश बल का वियोजित भाग शून्य है। 
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उदाहरण 4 ]2 ]7 परिमाण के एक बल का बल के प्रत्येक ओर क्रमशः 45" और 5० कोण बनाने बाली 
दिशाओं में घटक ज्ञात कीजिए। 


हल मान लीजिए कि 2४ वाले बल की दिशा 0» के प्रत्येक 
ओर 45" और 5" कोण बनाने वाली दिशाएँ क्रमश: 05% और 
09५ हैं। मान लीजिए कि 05% और 0५ के अनुदिश बल के 
घटक क्रमश: 9 और (0 हैं (आकृति 5.)। एक दिए हुए बल 
की दो दी गई दिशाओं में घटक ज्ञात करने वाले सूत्र द्वारा 


झुझां। 3 और छा 


का 7 ऋछ+ 9) 
इस उदाहरण में, ॥52 ]५, ० ८457 और 85 57 , 
इसलिए 





"| फ5)) ह/3०05 ॥ 7: ह 
० > 2805 _ 3 दक्वा5 5) “जिक हि] 


8॥ 00९ ४३/2 के 22 हम 
+2(345 - ५6) 
और 0- 297045% _ 2(॥/४2) 








८ 46 ५ 
877 607 ४3/2 ४ 


डदहारण 5 एक दिए हुए बल ( को दो घटकों में इस प्रकार वियोजित किया जाता हे कि दिए हुए बल 
न्‍_ ि 
के लंबबत़ू घटक का परिमाण ९ के तुल्य है। दूसरे घटक और उसकी दिशा 
को ज्ञात कीजिए। ह 
हल मान लीजिए कि दूसरा घटक () है और यह दिए हुए बल है से कोण 
8 पर झुका हुआ है (आकृति 5.2)। 
अतः प्रश्नानुसार 


अब. 


(१ _तिआर क्यक्मँ 0 -_ >> (० 
ढ़ 8(77/2+ 5) 2 5, 





स्- 45,42 0 
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8]7 3 
ञ [न्त , या 0॥ 3 5, अथवा 8 5 45% 
र्थात्‌ कप 7 गी 85०4 





50॥90? _ हरे पर ॥ १ 


ध्य 5॥(90? +03) ०083 ००545 ]/2 तक ४2 





अत; 


उदाहरण 6 परिमाण ए + 0 और ? - 0 के दो बल एक दूसरे से 20 का कोण बनाते हैं और उनका परिणामी 
बल उनके बीच के कोण के अर्धक से 6 कोण बनाता है। सिद्ध कीजिए कि ? (8 8 5 0 ० 


हल मान लीजिए कि परिमाण (?+ 0) और (? - 0) के बल क्रमश: 08 और 08 के अनुदिश कार्य करते 
हैं। मान लीजिए कि उनके परिणामी बल की दिशा 00 है। <2»083 5 2० (दिया है)। 


मान लीजिए कि «08, का अर्धक 0. है, तब <.00 5 9, 2300 5 ० + 0 और 
“(02 5०-06 (आकृति 5.43)। 


यदि दिए हुए बलों के परिणामी बल का परिमाण फ है तो 


£ 87 (0०+ 0) # छ (७+ 0) 





लत 870 (० + 9+ 0०. - 9) 87 20 कं 
४8 (०- 9) 
9 - 0---८---+ 
और है 97 200 १ 
(!) और (2) दबारा 
की पु ४+० 
87(0+9) आं॥(0०-७9) आकृति 45,43 
या ए#ं7(0०:-9) + 0 87(0-06) + ? 87(0०+9)- 0 आ॥(०+ 6) 
या ए [-- ४7॥ (० - 9) + ॥ (० + 9)] 5 0 [#॥(० -- 0) + 87 (० + 9)] 
या ॥ 0 रु 87 ० 0059 + ०05 | 0 8 ++ ञ्ञा। ७ ०0096 + ०05 ० झा 89] 


ने (3[आ। ००. 008 6 - ००४० 6 + आंत0 ०0586 + ०08० 87 69] 
या्‌ 2005 ७ 8ाग 6 7 2 आंत ० 008 6 (१ 
या :... 9876 ₹ (0[थ7॥ ०, (008 ०, ०05 8 # 0, क्‍योंकि ७- > 0, 9 < 7/2) 
अतः अभीष्ट फल प्राप्त हुआ। 
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प्रश्नावली 75,2 


0 ४ परिमाण का एक बल क्षेतिज से 30" के कोण पर झुका है। इस बल के क्षेतिज और ऊर्ध्वाधर दिशाओं में 
वियोजित भाग ज्ञात कीजिए। 


50४ के एक बल को उसके प्रत्येक ओर क्रमश: 60" और 45% के कोणों की दिशाओं में वियोजित कीजिए। 


एक 2570 के बल का एक दो गई दिशा में वियोजित भाग का परिमाण 20]५ है। दूसरे वियोजित भाग को ज्ञात 
कीजिए और दोनों वियोजित भागों का परिणामी बल से झुकाव ज्ञात कीजिए। 


आकृति 5.व4 में प्रदर्शित बिंदु 0 पर कार्यरत 0]4 और 207ए के दो बलों का परिणामी बल (9५ के अनुदिश 
है। कोण ८ ज्ञात कीजिए। 


न 
20 
0 !५ 
30% 
#--+ ४ 
( 
आकृति 45.44 


एक बल-मूल बिंदु पर कार्य करता है और «-अक्ष और »-अक्ष के अनुदिश इसके वियोजित भाग समान (बराबर) 
हैं। बल की दिशा क्‍या है? 

20]५ के एक ऊर्ध्वाधर ऊपर की ओर बलों में इस प्रकार वियोजित किया जाता है कि इनमें से एक बल क्षित्तिज 
है और उसका मान 0 ४ है; दूसरे बल की दिशा और परिमाण बया है? 


दो बलों फू और ० का परिणामी बल ण् है। प्‌ का ए की दिशा में वियोजित भाग 0 है। यदि बलों के बीच 


एक कण पर कार्यरत दो बल 9 और 0 एक दूसरे से 8 कोण पर झुके हैं। यदि किसी दिशा में उनके वियोजित 
भागों का योग & और इसके लंबवत्‌ दिशा में योग ५ हो, तो दर्शाइए कि 


कि । हु 4 पर -एट2 02 
०! 4504 42020 देह 2कीयय 3० 
8+<- ०08 |। ढ्र्ठ 
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85.4 कण का संतुलन ( कण की साम्यावस्था ) (75णांएफरानधाा एा ॥ एब्रान्टोए) 
जजे जे जे रे बलों + 
यदि एक कण पर अनेक (बहुत से) बल 7०, 9, १, _ , कार्यरत हों, तो कण पर बलों के संतुलन के लिए 


अनिवार्य और पर्याप्त प्रतिबंध यह है कि कण पर कार्य करने वाला परिणामी बल ह शून्य हो, अर्थात्‌ 


अब हम तीन बलों के प्रभाव में एक कण के संतुलन पर विचार करेंगे और इस प्रयोजन के लिए हम 
निम्नलिखित फलों को सिद्ध करेंगे ; 


[8.4.] बल त्रिभुज नियम (7/##क#ह्टॉं2 खा 7//9/2८४) यदि एक बिंदु पर लगे तीन बल, चक्रीय क्रम 
में ली गई किसी त्रिभुज की भुजाओं द्वारा, परिमाण और दिशा में निरूपित होते हैं, तो वे बल संतुलन में 
होंगे। 

उपपत्ति हमें बिंदु 0 पर स्थित एक कण पर कार्यरत तीन बल 7.6, एँ दिए हुए हैं और ये बल, परिमाण 
तथा दिशा में, क्रमश: & ७8९ की भुजाओं »85, 8८ और ९.५ दूवारा निरूपित होते हैं। हमें सिद्ध करना है 


कि बल 9,0, ए संतुलन में हें। 





आकृति 45,45 आकृति 45,6 


समांतर चतुर्भुज ७809) को पूर्ण कीजिए। क्योंकि ७70, 82! के बराबर और समांतर है, अतः &॥) भी बल 
(3 को निरूपित. करती है (आकृति 5.5 और 5.6)। 


अब बल समांतर चतुर्भुज नियम से, 8 के अनुदिश कार्यरत बल 9 और ४7 के अनुदिश कार्यरत 


बल ठ का परिणामी /(टे दूवारा निरूपित बल है। 
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. अत;, फ्न, ठ और ए बल क्रमशः हि और हे द्वारा निरूपित दो बलों के तुल्य हैं; किंतु ये बराबर 
और विपरीत बल हैं, जिनकी क्रिया रेखाएँ समान हैं, अतएव ये संतुलन में हैं। अत: बिंदु 0 पर कार्यरत तीन 

' बल 9,ऐ और हे संतुलन में हैं। 
: बल त्रिभुज नियम का बिलोम यदि तीन बलों के प्रभाव में एक कण संतुलन में हों, तो परिमाण और दिशा 


में उन बलों का निरूपण, चक्रीय क्रम में ली गई, किसी त्रिभुज की भुजाओं दवारा किया जा सकता है, 
.जिसकी भुजाएँ क्रमशः बलों की दिशाओं के समांतर हैं। 


>> जले उ्रे नल स्च््के ने 
हमें, बिंदु 0 पर स्थित एक कण पर कार्यरत तीने बल 9, 0 और ए क्रमशः 0&, 08 और 0८ द्वारा 
निरूपित दिए हैं, जो संतुलन में हैं, अर्थात्‌ 


ए+ठै+ए ञ्त ा है ह () 





हर 


| आकृति 45.7 आकृति 5.१8 
८ 
समांतर चतुर्भुज 04॥09 को पूर्ण कीजिए (आकृति 5.7)। बल समांतर चतुर्भुज नियम द्वार 08 और 08 


' द्वारा निरूपित है और ठु बलों का परिणामी बल 7, 6) द्वारा निरूपित होता है, अर्थात्‌ 
रन्फ+0 . . (2) 
(!) और (2) से हमें प्राप्त होता है कि ह 
7२ + 3१/ < ० 


अर्थात्‌ बल ए परिमाण में बल ४२” के तुल्य है, परंतु विपरीत दिशा में है, अत:-बल [९ निश्चय ही 790 द्वारा 
'निरूपित होगा। 
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अत: बिंदु 0 पर कार्यरत बल 7, 0 और ए (जो संतुलन में हैं) ७057 की चक्रीय क्रम में ली 
गई भुजाओं 0०, ७0 और [00 द्वारा निरूपित होते हैं। 


मान लीजिए कि [शाप कोई अन्य त्रिभुज है, जिसकी भुजाएँ ॥/५, 'शीए और शा क्रमश: 08, ७0 
और 900 के समांतर हैं (आकृति 5.8)। तब 


७ शीपर -+ ७ 0.572 


अत: जानता एेए 


अतएव बल 79, ऐ और (रे परिमाण और दिशा में क्रमश: किसी त्रिभुज.४)ए की, चक्रीय क्रम में ली गई, 


भुजाओं द्वारा निरूपित होते हैं, जहाँ त्रिभुज ।/थप की भुजाएँ क्रमश: 00, 08 और 0८ अर्थात्‌ बलों कौ 
दिशाओं के समांतर हैं। 


अत: अभीष्ट फल प्राप्त होता है। 


टिप्पणी ध्यान दीजिए कि तीन बल जो परिमाण तथा दिशा में, किसी त्रिभुज की, चक्रीय क्रम में ली गई, 
भुजाओं से निरूपित हैं, तभी संतुलन में होंगे जब वे एक बिंदु पर कार्यरत हों ऐसी दशा में जब ये (बल), 
वास्तव में, त्रिभुज की भुजाओं के अनुदिश कार्य करते हों (अर्थात्‌ एक बिंदु पर कार्यरत नहीं हैं) तो वे संतुलन 
नहीं उत्पन्न करेंगे अपितु वे एक ऐसा बल निकाय बनाएंगे जिसे बल युग्म कहते हैं। 


अब हम एक बिंदु पर कार्यरत तीन बलों के संतुलन से संबंधित एक अन्य महत्त्वपूर्ण परिणाम (फल) 
पर विचार करेंगे। 


45,4,2 लागी का प्रमेय (7॥.६#४*% ##2०#ट८क्र) यदि एक कण पर लगे तीन बल संतुलन में हों, तो प्रत्येक 
बल शेष दो बलों के बीच के कोण के ४7० के समानुपाती होता है। 
उपपत्ति मान लीजिए कि बिंदु 0 पर कार्यरत 


तीन बल 7, 0 और ए॑ संतुलन में हैं। मान 
लीजिए कि # और ठे बल, 63 और 08 


दूबारा निरूपित है। समांतर 'चतुर्भुज 0&08 
को पूरा कीजिए। 


क्योंकि ए, 6 और हर संतुलन में हैं, अतः 





794 गणित 


के न्ज्डे च्च्डे जन जज 
ए और 0 का परिणामी बल २” बल 9 के बराबर और विपरीत होगा, अर्थात्‌ ए” बल, परिमाण और दिशा 


में 60 द्वारा निरूपित होगा (बल त्रिभुज नियम से)। इसके अतिरिक्त, क्योंकि ७॥70 और 08 बराबर और 
समांतर हैं, बल ऐ परिमाण और दिशा में श्फै द्वारा भी निरुपित होता है (आकृति 5.9)। 


हमें 590० सूत्र दवारा यह ज्ञात है कि 8 08॥) की भुजाएँ क्रमशः सम्मुख कोण के आ॥6 के समानुपाती हैं। 
अंत; 


7० ली मी 55 मल कक 3 “मन 
अग्र20फओड. आऑ03 ऋ#ऋटठ6ए 


यरतु 8॥ -<()/0/ +। 8 ४ /2()5 
न छांछ (% -+ ८४306) 5 842 30(; 
808 ८ 420/8  आभी। (7 -- </(0() शांत ८४७0९: 
और. शग< 080 # आंध्र (॥ -<८७08) 5 ॥॥< ७08 








की 0७. ._ “9 _ 09 
हि 8230 8722/600' 8४0.2/४08 
02 208 _ 0? 
शक 80 धत0. 870१ 
? हद (3 पर 
या जझाठ माह छझाकाका जो कि अभीष्ट था। 


यहाँ ४॥ (0, 8) का अर्थ 6 और ए बलों के बीच के कोण का #॥ है। 
७५ 


लामी के प्रमेथष का बिलोम यदि एक कण पर कार्य कर रहे समतलीय तीन बल इस प्रकार हैं कि प्रत्येक 
बल शेष दो बलों के बीच के कोण के ४४0८ (ज्या) का समानुपाती है, तो वे बल संतुलन में होंगे। 


मान लीजिए कि बिंदु 0 पर स्थित एक कण पर कार्य कर रहे सहसमतलीय तीन बल ७ ठे और ए 
इस प्रकार हैं कि 
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ए ५) 2२ 
() 


हमें सिदूथ करना है कि 7, 0 और (रे संतुलन में हैं। 

यदि संभव हो तो मान लीजिए कि ए, ठ॑ और [र संतुलन में नहीं हैं, तब 9 और 0 का परिणामी बल 
| को संतुलित नहीं करेगा। मान लीजिए कि बल हर से 9 कोण पर झुका हुआ एक बल ]९” बलों 
? और 0 के परिणामी बल को संतुलित करता है (आकृति 5.20)। 
मान लीजिए कि ठे और ए॑ के बीच ०, [२ और 7 के बीच 3 तथा 


79 और 0 के बीच 9 कोण है। 
तब ऊपर सिद्ध किए हुए लामी के प्रमेय दूवारा 


ए 0. 7 २ 
अं7(0. 9 आ7(8+9) ४7१ 








फल (]) द्वारा 
ए _०_ ४7२ शव 
आ0 आठ $8॥% (3) आकृति १5.20 
(2) और (3) द्वारा 
80 _ आशा रे. 
+ छा(8+8) २7 (4) 





आ(०-9) शा(3+9) 7 
फल (4) के प्रथम दो भागों से 


डं।0 (डंत 3 20859 + ०08 3 870] - शांत्र 3 [ह॥ 0. 20080 - ०050 शञ 0] 
अर्थात्‌ 8॥(0. + 3) आ0 5 0 
अर्थात्‌ 9-0 .(चूंकि७+ 5%0 या 70) 
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न्‍्न्ऊ ५ के हा में हैं 
तब (4) दूवारा  > २”, अर्थात्‌ बिंदु 0 पर कार्यरत बल 7, 0 और (रे संतुलन में हैं। 
अब हम एक कण पर लगे बलों के संतुलन पर विचार करेंगे। 


बल बहुभुज नियम यदि एक कण पर कार्य कर रहे अनेक बल, परिमाण तथा दिशा में, एक बंद 
(बद्ध) बहुभुज की क्रमानुसार ली गई भुजाओं से निरूपित होते हैं, तो वे बल संतुलन में होंगे। 


उस नियम की उपपत्ति इस पुस्तक के विचार क्षेत्र से परे (बाहर) है। 
बल॑ बहुभुज नियम का विलोम सत्य नहीं होता है, एक बहुभुज की भुजाओं का अनुपात ज्ञात नहीं होता, 


जब उसकी भुजाओं की दिशाएँ ज्ञात होती हैं। 


आइए अब हम उपर्युक्त सिद्धांत / नियमों को स्पष्ट करने के लिए कुछ उदाहरणों पर विचार करें। 


डदाहरण 7 एक कण पर कार्य कर रहे तीन बल संतुलन में हैं। यदि पहले और दूसरे बलों के बीच का 
कोण !20" तथा दूसरे और तीसरे बलों के बीच का कोण 35० हो, तो बलों के परिमाण का अनुपात ज्ञात 


कीजिए। 


हल मान लीजिए कि तीन बल 9, 0 और ४ हैं, जो क्रमशः 0७, 08 और 0८ के अनुदिश कार्य करते हैं। 
. प्रश्नानुसार, 2४208 5 20९ <800+< 35" (आकृति 5.2)। 


अतः <४00& 5 360० - 20% -3575 05% 
लामी के प्रमेय द्वारा (2, 0, ? साम्यावस्था में हैं ) 


शु () पर 


िननननननननकनननननकननकमन-मननन3 पट. 2 अननिनननययनय नल नभ++ ८े ७०-+- ं औवनिविवि तन 


शा।[435?) ४7005?) ४॥7(207) 





2 लक, 
अथवा -.. ४3+ ४3 
४2 2 2 


क्योंकि झा (05?) 5 आंत (60? + 450) 


जन था 607" 205 457 + 208 607 80 457 


है 23] 


| 





आकृति 5,24 
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अतः: ?:0:४ 2 :-/3+:36 


उदाहरण 8 [0 किग्रा परिमाण का एक पिंड किसी स्थिर बिंदु से एक डोरी द्वारा लटकाया गया है। इस 
पिंड पर एक 49 )४ का बल लगाया जाता है फलस्वरूप भार से बंधी डोरी की ऊध्वधिर स्थिति बदलकर 
तिरछी (तिर्यक) हो जाती है। इस बल की दिशा क्या होगी यदि साम्यवस्था में डोरी ऊर्ध्वाधर से 30" का 
कोण बनाती है? डोरी का तनाव भी ज्ञात कीजिए। 

हल मान लीजिए कि डोरी का तनाव '' है और 8 व कोण है जो 49] के बल की दिशा ऊर्ध्बाधर से बनाती 
है। पिंड ? निम्नलिखित तीन बलों के प्रभाव में है (आकृति 5.22) ; 


() 0 किग्रा का बल ऊर्ध्वाघरत: (नीचे की ओर) कार्यरत अर्थात्‌ 98 ]५ 


(॥) 49]. का बल ऊर्ध्वाधर से 9 कोण के दिशा के अनुदिश 
रे | ० 

(॥ डोरी का तनाव व्‌ 

क्योंकि कण साम्यावस्था में है, अतः लामी के प्रमेय द्वारा 


है 98 49 


8777-90) 80(307+ 690) #श(थ:- 30?) 





पु 98 49 

| 8790 80(307+ 89) 8॥7 307 
98570 30? आकृति 45,22 

या. आं0 (307 + 0) 57. 7--+ ] के 

49 
अतः प्‌ ++ 98 ४79 
अब 87 (30? + 8) 7 55 870 907 
या 30९ + 6 90%, अर्थात्‌ 85 607 


3 जे 
और  7'< 98 आ॥ 60? 5७ 98---- 49./3 ५ 


अतएव डोरी का तनाव (49५5) ४ है और लगाए गए बल की दिशा ऊर्ध्वाधर से 60" का कोण बनाती है। 
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उदाहरण 9 ५७ भार का एक मनका (दाना) ऊर्ध्वाधर तल में स्थित 
एक चिकने गोल (वृत्ताकार) तार पर फिसल सकता है। मनका तार 
के उच्चतम बिंदु से एक भारहीन डोरी द्वारा बंधा है और साम्यावस्था 
में है। डोरी तनी हुई है और ऊर्ध्वाधर से 6 कोण बनाती है। डोरी का 
तनाव और तार की मनका पर प्रतिक्रिया ज्ञात कीजिए। 


हल मान लीजिए कि 8 मनका की स्थिति, 88 डोरी है तथा ॥00: 
बृत्त का ऊर्ध्वाधर व्यास और 0 वृत्त का केंद्र है। वृत्त के ज्यामितीय 
गुणों द्वारा 


८0808 5 <208& < 6 और <300 - 26 (आकृति 5.23)। 





मान लीजिए कि डोरी का तनाव प्र और तार की मनका पर प्रतिक्रिया 


आकृति १8,23 


ए है। साम्यावस्था में लामी के प्रमेय द्वारा 
गु ्‌ ५ 


०-८ >ीननिनननानमननननननन>मना-ानन पाए परनगग2अरी»नाफमममभंनम«०«++>+नत, 


2॥(00१, ५४) शा(५७,]॥) &ए(7,8) 





कम न मिमी मल अ ५ “मी 
8720 87 (7:-28+9) आ॥ (॥7- 9) 
है ॥ र्‌ ५५ 
या हे आपात पापा 
8॥ 20 ४॥7090  8070 
अत; 0 धात 75 ए/. स्ग्णा - 290 ०050 
प्रश्नावली 5.3 


8, "एक कण पर कार्य कर रहे तीन बल संतुलन में हैं। यदि बलों के प्रत्येक जोड़े के बीच का कोण समान है, तो 
पमिद्थ कीजिए कि बल परिमाण में बराबर हैं। 


2, एक 60 किग्रा का एक द्वव्यमान दो पतली हलकी डोरियों द्वारा जो ऊर्ध्वाधर से क्रमश: 60" और 45९ के कोण 
बनाती हैं, लटका हुआ है। डोरियों के तनाव ज्ञात कीजिए। 


3, ५५ किग्रा द्रव्यमान के एक कण से 4 सेमी और 5 सेमी लंबाई की दो डोरियाँ बंधी हैं। डोरियों के दूसरे सिरे एक 
ही समतल पर स्थित दो बिंदुओं से बंधे हैं जिनके बीच की दूरी 6 सेमी है। डोरियों के तनाव ज्ञात कीजिए। 


4, किसी कण पर लगे तीन बल ए,0,, संतुलन में हैं और 9 तथा ठे के बीच का कोण 9 तथा २ के बीच 
के कोण का दुगुना है। दर्शाइए कि 7? ((0१- २१)/0 
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5. .एऐ भार का एक छलला, जो एक चिकने ऊर्ध्वाधर वृत्त पर स्वतंत्रतापूर्वक्ष फिसल सकता है, एक डोरी द्वारा 


वृत्त के उच्चतम बिंदु से बंधा हुआ संतुलन में है। यदि डोरी वृत्त के केंद्र पर 6 कोण अंतरित करती है, तो 
डोरी का तनाव और वृत्त की छल्ले पर प्रतिक्रिया ज्ञात कीजिए। 


न्लरे सी 
6, (/| भार का एक पिंड, एक चिकने नत समतल पर समतल के अनुदिश लगे बल 7 से संभला हुआ है (रुका 


हुआ है) जबकि बल ह क्षैतिज दिशा में कार्य करते हुए तल पर भार ७४, को संभाल सकता है। सिद्ध कीजिए 
कि ??« ए१ - ए१ 


7. किसी त्रिभुज 830 की क्रमानुसार ली गई भुजाओं के अनुदिश तीन समान बल ्ठ एक बिंदु पर कार्यरत हैं। सिद्ध 
कीजिए कि परिणामी बल २ नीचे दिए संबंध से ग्राप्त होता है 
7? - 7? (3 - 2008.8 - 20083 -- 2005९) 


8. 50 किग्ना द्रव्यमान का एक पिंड, किसी श्षेतिज रेखा में परस्पर 50 सेमी दूर स्थित, दो बिंदुओं से क्रमशः 30 सेमी 
और 40 सेमी लंबी डोरियों से बंधा हुआ संतुलित अवस्था में, लटक रहा है। प्रत्येक डोरी में तनाव ज्ञात कीजिए। 


9. »&8८ एक त्रिभुज है। छ8, ला3 और प्र के अनुदिश लगे बल क्रमशः ए,0 और एे संतुलन में हैं। यदि | बिंदु 
& 43८ का लंब केंद्र है, तो सिद्ध कीजिए कि, 
?: 0०:४२ :: 4:8:.८ 
जहाँ 6, 9 और ८, & »80 की भुजाओं के परिमाण हैं। 


5.5 समांतर बल (एश्का'ब्ा!श ए97९९४) 


पिछले अनुच्छेदों में, हम एक बिंदु (कण) पर कार्यरत बलों पर विचार करते रहे हैं। अब हम एक पिंड पर 
लगे बलों पर विचार करेंगे। 


ऐसी दशा में जब दो बल किसी पिंड के दो भिन्‍न-भिन्‍न बिंदुओं पर लगे हों और यदि उनकी क्रिया रेखाएँ 
सहसमतलीय हों, किंतु समांतर नहीं हों, तो हम बलों को उनकी क्रिया रेखाओं के प्रतिच्छेदन बिंदु पर स्थित 
एक कण पर कार्य करते हुए मान सकते हैं। ऐसी दशा में उनके परिणामी बल को बल समांतर चतुर्भुज नियम 
द्वारा ज्ञात किया जा सकता है, परंतु ऐसी दशा में जब पिंड पर दो या अधिक समांतर बल लगे हों, तो हम 
परिणामी बल को बल समांतर चतुर्भुज नियम से नहीं ज्ञात कर सकते हैं, क्योंकि समांतर बलों की क्रिया रेखाएँ 
किसी बिंदु पर मिलती नहीं है। यहाँ पर, हम विचार करेंगे कि समांतर बलों का परिणामी बल किस प्रकार 
प्राप्त किया जा सकता. है। 


5.5.] समदिश और विपरीत दिश समांतर बल (2 बाहव द्रधप्रे2 774८7 /9722६४) जब दो समांतर 
बल एक ही दिशा में कार्य करते हों, तो उन्हें समदिश समांतर बल कहते हैं और जब वे विपरीत दिशाओं 
में कार्यरत हों, तो वे विपरीत दिश समांतर बल कहलाते हैं। 
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5.5.2 समातर बलों का परिणामी बल (2४ 7 फिद्ाको 


| 
०४८४७) किसी दृढ़ पिंड के दो भिन्‍न-भिन्‍न बिंदुओं तथा 8 पर हैः रि +ढै हे 
लगे परिमाण ? तथा (0 के दो समदिश समांतर बलों का परिणामी बल 
ए और ठे बलों की दिशा के समांतर दिशा में कार्य करने वाला हि रे | 
एक़ ऐसा बल है, जिसका परिमाण ?+ (? है और यह 48 के बिंदु आकृति 45.24 


८ पर कार्य करता है जहाँ 9. ७0 > 0.8८, अर्थात्‌ ८ रेखाखंड 
“3 का अंतः विभाजन 79 और 0 के व्युत्क्रमानुपात में करता है 
(आकृति 5.24)॥ 


अब हम उपर्युक्त फल (परिणाम) को स्पष्ट करने के लिए कुछ उदाहरणों पर विचार करेंगे। 


उदाहरण 0 एक मीटर दूरी पर स्थित दो बिंदुओं पर लगे, परिमाण में 2 ]7 और 8 ]४ के, दो समदिश 
समांतर बलों का परिणामी बल ज्ञात कीजिए। 


हल परिणामी बल का परिमाण 5 (2 +8) ९ 5 20 )३ और इसकी दिशा दी हुई बलों की दिशा के समांतर 
है। यदि 2 ]7 और 8 )९ के बल क्रमशः & और छ बिंदुओं पर कार्यरत हों और उनका परिणामी बल बिंदु 
(पर कार्य कर रहा हो (आकृति 5.25), तो 


| 207५ 
]72 8 20 प्डे 
(2 _ 820 से है ब्ण््छ् 
0छ 2070 ४8 मसल है हे 
स्‍2 8 20 | 
या जलता (243ल्‍७-7 ता है) े 
है ८! छ 
८> 8 _2 (8< (2 _3 
अतः: 80 « हर मी और ८8 « प्रजा मी आकृति १5.25 


अत; परिणामी बल 2]0 के बल से ् मी की दूरी पर कार्य करता है। 


उदाहरण 7। 8 सेमी की दूरी पर स्थित & और 8 दो बिंदुओं पर दो समदिश समांतर बल क्रमशः 


ए? और 0 कार्य कर रहे हैं, जिनका परिणामी बल 40 एप है। यदि परिणामी बल को क्रिया रेखा बिंदु (: से 
होकर जाती है, जहाँ ४2 > 3 सेमी, तो दिए हुए बलों के परिमाण ज्ञात कीजिए। यह भी दर्शाइए. कि यदि 
बलों को परस्पर बदल दिया जाए, तो परिणामी बल 2 सेमी की दूरी से स्थानांतरित हो जाता है। 


हल दिया गया है कि ह 
7०+ (१७40 > ९ (मान लीजिए) () 


क्योंकि यह बल बिंदु (! से जाता है 

अत; 7? ७८ > (0. 80: (आकृति 5.26) । 

परंतु &0253 सेमी, ७8 > 8 सेमी, अतः 80: 5 5 सेमी 
5 

इसलिए?.3 5 0.5 अर्थात्‌ 7 पर९ 


? के इस मान को (]) में रखने पर 


क 409८3 





और ए ७40 - (5 40 - 5 5 25 [४ 


--+5 + 0 5 40, अर्थात्‌ 0 « 6. 557ए 
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हे आक। 
<-3 सेमी» €- 5 सेमी +» 
आकृति ॥5.26 


यदि बलों को परस्पर बदल दिया है, तो मान लीजिए कि परिणाम बल की क्रिया रेखा बिंदु (” से होकर 


जाती है (आकृति 5.27)। 
मान लीजिए कि _ ८८! 5 सेमी। 
अब ८”, इस प्रकार है कि, 
(0. 2 5 ?.80/ 
या. 0(७०+ ०0) 5 ?९(80 - ००) 
या (3 (3 + ४) 5 ? (5- ४) 


या 5 (3+ ४) 5 25 (5 -- 2) (क्योंकि 77 5 25, 0१८ 5) 


या 40780 
अतः »>2 सेमी, जो कि अभीष्ट था। 





रच आरा 0 2 ॥2| 
4. 5सेमी 4 3 सेमी 
आकृति 45.27 


किसी दृढ़ पिंड के .» और 8 बिंदुओं पर लगे क्रमशः दो विपरीत दिश समांतर बल 9 और ०ऐ 
(?> 0) का परिणामी बल परिमाण में दिए हुए बलों के परिमाण के अंतर (?- 0) के तुल्य होता है और 


उसकी दिशा दिए हुए बलों की क्रिया रेखा के समांतर, बड़े बल की 
दिशा की ओर होती है तथा परिणामी बल बिंदु (! पर कार्य करता 
है, जो रेखा खंड ७3 को बाहयतः: (0:7 के अनुपात में विभाजित 
करता है। अर्थात्‌ बिंदु (! बढ़ी हुई 8. पर इस प्रकार स्थित है कि 


(९. 8८ 5 9, ४९! (आकृति 5.28)। 


टिप्पणी ध्यान देने योग्य है कि उस दशा में, जब विपरीत दिश समांतर 
बलों के परिमाण बराबर हों (? 0) तो हम एक अकेला बल इस 


बने >> रे 
०४-०७  हफे 





बे 


४४ १5.28 
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प्रकार का नहीं प्राप्त कर सकते हैं, जिसका प्रभाव वही हो जैसा कि दोनों दिए हुए बलों का सम्मिलित प्रभाव 
है। वास्तव में बलों के इस प्रकार का जोड़ा एक बल युग्म कहलाता है, जिसका अध्ययन हम अगले अनुच्छेद 
में करेंगे। 

उदाहरण 72 8]४ और 0 ५ के दो प्रतिदिश (विपरीत दिश) समांतर बलों का परिणामी बल एक ऐसी 
रेखा के अनुदिश कार्य करता है, जो छोटे बल की क्रिया रेखा से 72 सेमी की दूरी पर है। दिए हुए दो बलों 
की क्रिया रेखाओं के बीच की दूरी ज्ञात कीजिए। 


हल मान लीजिए कि 8 [४ और 0 0 के दो प्रतिदिश समांतर बल क्रमशः & और 9 बिंदुओं पर कार्य करते 
हैं और मान लीजिए कि (* वह बिंदु है, जिससे होकर उनका परिणामी बल जाता है (आकृति 5.29)॥ 


यह दिया हुआ है कि 980: < 2 सेमी। ॒ 0]प 
अब प्रश्नानुसार 
8 « 02 « 0 » 8(! 50 » 2 (क्योंकि 30: 5 2 सेमी) हु 
अर्थात्‌ 4( + प््ण न 65 सेमी। 

'परिणामी 
अत; #8<80- 805 2- 6.4 5 5 सेमी। 8४ आकृति 5.29 - 


कै ५, हैं 
उद्दाहरण 3 9 और 0 दो प्रतिदिश समांवर बल हैं। जब फ्॑का परिमाण दुगना कर दिया-जाता है, तो देखा 


जाता है कि ठु की क्रिया रेखा नए परिणामी और मूल परिणामी बलों की क्रिया रेखाओं के ठीक मध्य में 
है। ? और 0 का अनुपात ज्ञात कीजिए। 


हल मान लीजिए कि दो प्रतिदिश समांतरं बल 9 और 0 क्रमश; दो बिंदुओं & और 8 पर कार्य करते हैं। 
यह दिया है कि यदि 7 को दुगुना कर दिया जाता है तो (0 की क्रिया रेखा नए और मूल परिणामी बलों 
के मध्य में होती है। यह केवल तभी संभव है, जब 


ए<60<27 


मान लीजिए कि दो प्रतिदिश समांतर बल ? और 0) का परिणामी बल ए (अर्थात्‌ 0-7? क्योंकि 0>7?) 
बिंदु 0 पर कार्य करता है, तो 


न ... () 
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जब 7 को दुगना कर दिया जाता है, तो मान लीजिए कि नया परिणामी ए “(९ 5 27 - 0) बिंदु 2” पर कार्य 
करता है (आकृति 5.30)। 





हि जे न 


[२ + 20 (३ छ 
आकृति १5,30 


>> 


#“-र 


2 











2/ आर 7 33० 27 
इसप्रकाा ट्कलटूत पहूत८४०कऋ-6४ (2) 
क्ष्योंकि () की क्रिया रेखा (१ और छ' के ठीक मध्य में है, अतः 80 < (४8 
ए 27 
या हज त्क्र्ठ शछ [() और (2) द्वारा] 
जी 
या ठ-फ ऋ-ठ0 
या 2(0-ए9)>27?- 0 
या. 4? «३30 


अतः #:0::3:4 

अनेक (दो से अधिक) समांतर बलों का परिणामी ज्ञात करने के लिए एक समय में दो बलों का परिणामी 

बल निकाल लेते हैं और इस प्रक्रिया को बारंबार करते जाते हैं, जब तक अंतिम परिणामी बल प्राप्त नहीं 

हो जाता है। 
४ प्रश्नावली 5.4 


3,. परस्पर 0 सेमी दूर उन दो प्रतिदिश समांतर बलों को ज्ञात कीजिए, जिनका परिणामी बल 00]0 है, और जो 
बड़े बल से 6 सेमी की दूरी पर कार्य करता है। 


2. एक .6 मी लंबे सर्वत्रसम पटरे का द्रवमान 2 किग्रा, है। यदि 44 कि.ग्रा. और 68 किग्रा, द्रवमान के दो बालक 
* क्रमशः पटरे के दोनों सिरों पर बैठे हों, तो आलंब की स्थिति ज्ञात कीजिए। 
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[ संकेत ऐसा मान लिया जाता है कि सर्वन्नसम पटरे का भार उसके मध्य बिंदु पर कार्य करता है। अतः इस निकाय 
में तीन बल हैं, जो क्रमश: पटरे के एक सिरे पर 44) 9.8५ उसके मध्य बिंदु पर 2 ५ 9.8 ]7 और दूसरे सिरे 
पर 68 %9.8 ४ हैं।॥ 


3, एक व्यक्ति अपने कंधे पर रखे हुए दंड के एक सिरे पर लटका हुआ एक न 
१ 
बोझ ले जा रहा है। यदि बोझ का भार ए/ है और ८ तथा ४ क्रमशः ध 


कंधे से बोझ तथा उसके हाथ की दूरियाँ हैं तो दर्शाइए कि उसके कंधे पर 2 ठु 


प 


न्न्के १/4 हि 
हल >> 
दबाव ९ ([++] ) है। हा 
: [संकेत ने नरे नजरें जऑएे न्न्टे आकृति 45,3॥ 
[संकेत 7ए+५/-7२, ?,७ ८5५/. ८] (आकृति 5.3)। . : 


4, दो समदिश समांतर बल 9 और 0 एक दृढ़ पिंड पर कार्य करते हैं। यदि दोनों बलों के परस्पर स्थातंरण से उनके 
परिणामी बल का स्थान अपरिवर्तित रहता है, तो दर्शाइए कि ?>0 
8, परसुपर 20 सेमी की दूरी पर कार्यरत दो विपरीतदिश समांतर बल निर्धारित कीजिए, जो 26)५ के एक दिए हुए 


बल के समतुल्य है। यह दिया है कि दोनों. बलों में से बड़ा बल एक ऐसी रेखा के अनुदिश कार्य करता है, जो 
दिए हुए बल की क्रिया रेखा से 6 सेमी की दूरी पर है। 


6. दो समदिश समांतर बल 9 और 5 क्रमशः बिंदुओं & और 8 पर लगे हैं (?> 0)। यदि तथा हर दोनों का 


» 405 
ही परिमाण » द्वारा बढ़ा दिया जाए, तो दर्शाइए कि परिणामी बल फ्ठ दूरी दवारा खिसक (हट) जाएगा। 





7, दो समदिश समांतर बल 0 और 0 का परिंणामी बल बिंदु 0 से होकर जाता है। जब 9 का परिमाण ए दूवारा 
और 0 का परिमाण 8 दबारा बढ़ा दिया जाता है तो भी परिणामी बल 0 से जाता है। इसके अतिरिक्त जब ० 
और ए. क्रमशः ए? और 2 को प्रतिस्थापित करते हैं तो भी परिणामी बल 0 से ही होकर जाता है। दर्शाइए 
ह ॥ 


३ - (0-०१ 
छ-6 


8, दो प्रतिदिश समांतर बल हु और ढे (?>0) परस्पर इकाई की <दूरी पर कार्य कर रहे | हैं। यदि ए की दिशा 


2290 ४ 
फ़्ठः इकाई दूरी दूवारा खिसक (हट). जाता है। 





विपरीत कर दी जाए, तो दर्शाइए कि परिणामी बल 
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5.5.3 एक बल का आपूर्ण (0#0#७#४ ०६ 797८८) यदि हम किसी दृढ़ पिंड पर एक बल लगाएँ, 
जिससे पिंड का प्रत्येक कण बराबर दूरी तय करे, तो हम कहते हैं कि पिंड स्थानांतरण की गति के प्रभाव 
में चलता है। इसके अतिरिक्त, यदि एक बल के लगाए जाने पर पिंड का प्रत्येक कण पिंड के एक स्थिर 
बिंदु के परितः एक वृत्त बनाए, जो पिंड घूर्णन की गति के प्रभाव में चलता है। अब यदि किसी दृढु पिंड 
का एक बिंदु स्थिर हो और हम पिंड पर एक ऐसा बल लगाएँ, जो उस स्थिर बिंदु से होकर नहीं जाता है, 
तो पिंड में उस स्थिर बिंदु के परितः घूमने की प्रवृत्ति होती है। पिंड की, इस प्रकार, किसी स्थिर बिंदु के 
परितः (किसी रेखा के परितः) घूमने की प्रवृत्ति को आधूर्ण कहते हैं। एक बिंदु के परितः (या एक रेखा 
के परितः) किसी बल के आधघूर्ण की परिभाषा व्यक्त करने के लिए हम सदिश का प्रयोग करेंगे। 


एक बिंदु के परितः किसी बल का सबिश आपूर्ण (६८० शत्प्रा्या। ० 8 7072९ 59006 #॥ ?0ंपर) | 
मान लीजिए कि ए बिंदु & पर कार्यरत एक बल है और 0 आकाश (समष्टि) में स्थित कोर्ड स्थिर बिंदु 


है। हम 0 के परितः बल छ के सदिश आधघूर्ण (या संक्षेप में 0 के परितः छ के आधघूर्ण) को सदिश ४ 
के तुल्य परिभाषित करते हैं, जहाँ 





्् ल्न्येे 
0 हट पर है...  फए 
हि ष् री या | हर ाए- «एएआ 
न्न्फे प 
तथा # 5 0& , 0 के सापेक्ष & का स्थिति सदिश है | 
(आकृति 5.32)। - | 
| | 
[] जिस नर ने 
यहाँ (( उस समतल के लंबवत्‌ सदिश है, जिसमें / और ४ स्थित का 
होते हैं और इसका परिमाण ॥ 


आकृत्ति 45.32 
[| >#क 808 8  # 


जहाँ 6 सदिश » और ४ के बीच का कोण है तथा / बिंदु 0 की ४ की क्रिया रेखा से लंबवत्‌ दूरी है। 


किसी बल का आधघूर्ण धनात्मक या ऋणात्मक है यदि उसके प्रभाव में पिंड के घूमने की प्रवृत्ति क्रमशः 
वामावर्ती (॥7000८८०7४७) या दक्षिणावर्ती (७४००८७छ7४०७) है। 


आइए, अब हम एक बिंदु 0 के परितः किसी बल ह॑ के आधूर्ण पर बल फ के. उसकी क्रिया रेखा के 
अनुदिश सरकने (स्लाइड) के कारण, पड़ने वाले प्रभाव पर विचार करें। ' 


अपनी क्रिया रेखा के अनुदिश सरकने के कारण मान लीजिए कि बल ए का क्रिया बिंदु // हो जाता 


रे, जे£ओजनफेथ, : - 
है, जहाँ 05“- #/+& ४ यहाँ &एक अदिश राशि है। 
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तब बिंदु 0 के परित:, बिंदु /” पर कार्यरत बल एन का आधूर्ण 
(आकृति 5.33) निम्न प्रकार है : 





आकृत्ति 5.33 


अतः किसी बल के अपनी क्रिया रेखा के अनुदिश सरकने से, किसी बिंदु के परितः उस बल का आधघूर्ण 
अपरिवर्तित रहता है। 


बजे “जे 


इसलिए सार्व (सार्वनिष्ठ) क्रिया बिंदु & वाले, 7, 0, ४, ... बलों का, एक बिंदु 0 के परितः, सदिश 


आपूर्णों का योग बिंदु & पर कार्यरत उनके परिणामी बल फ्र +0 + 8 +... का बिंदु 0 के परित  सदिश 
आधघूर्ण के तुल्य होता है। इस फल (परिणाम) को वेरिग्नान (५क्ररश्टाण)) का प्रमेय कहते हैं। 


एक रेखा के परित: किसी बल का आधूर्ण (श०ताशा(६ ० 8 7070९ ७00७६ ॥ /,/॥०) 


मान लीजिए कि & बिंदु & पर कार्यरत एक बल है और [, एक दी हुई रेखा है। मान लीजिए कि रेखा [, 
के अनुदिश, धनात्मक अर्थ में, ॥ एकक सदिश है। 


मान लीजिए कि रेखा ], पर 0 कोई बिंदु है। तब रेखा [, के परित्त: बल ह का सदिश आधघूर्ण (या संक्षेप 


में बल # का रेखा, के परितः आधुर्ण ), बल फ़्का बिंदु 0 के परितः सदिश आधृूर्ण ॥( का, रेखा !, की 
धनात्मक दिशा के अनुदिश घटक, परिभाषित किया गया है। प्रतीक रूप में 


४, > 3.]४ - 3. (08% 7) 
यह ध्यान योग्य है कि ४, का मान, रेखा।, पर लिए गए बिंदु 0 की स्थिति से, स्वतंत्र होता है, क्योंकि 


यदि &' रेखा ], पर कोई अन्य बिंदु इस प्रकार हो कि. 0&”<|/., तो बल 7 का रेखा।, के परितः आधूुर्ण 


निम्न प्रकार होता है 
3 | जे हे नर जे त्ज्रे 
की . [॥ > ४] सनी. [0 नह ०४] >्प् ] 


प्रारंभिक स्थिति पिशान 807 
२ ने डे हे रे 
० [[5:-6. “| १ [60० "4.80 #] 
पु सर ८ लक 
न). .| 0268 >< ४ 


न्‍न् हु 
किसी बल का एक बिंदु के परितः आधघूर्ण का ज्यामितीय अर्थ (महत्त्व) (5९०सआा०सनंट्वा 
शंश्ीएथ्राा९९ ७ ग्राणाशा।ई 0 4 [07९8 00च ६ 28 (90०) 


मान लीजिए कि. बल ए परिमाण और दिशा में रेखाखंड &8 द्वारा निरूपित है। मान लीजिए कि 0 दिष्ट 
बिंदु है और बिंदु 0 से && या बढ़ाई गई 88 पर 0 लंब है (आकृति 5.34 और 5.35)। 


४ 


2. $ , फ्ँ छ 


आकृति 45,34 आकृति 45,35 





च्चज्फे 


परिभाषा से, 0 के परितः ए का आधूर्ण | - 06» 7 


अर्थत्‌ |॥/| - 04 .| ४ |. ४909 
न शठ3.0,52 > (& 0839 का क्षेत्रफल) 


एक बिंतु के परित्त: किसी बल के आघधूर्ण का भौतिक अर्थ (एशाएडंए्नवी ग्राध्याधतए ती॑ 0 7007शा। 
09 9 70॥/'९8 ब90पां 8& 90॥0) 

एक समतल पिंड (पटल) पर विचार कीजिए और मान लीजिए 
कि 0 इस पटल का एक स्थिर बिंदु है। पिंड पर कार्य कर रहे बल 


% का प्रभाव, बिंदु 0 को केंद्र रूप में रखकर, पटल को 0 के 
परित:ः घुमाने का होगा, और इस प्रभाव का मान शून्य नहीं होगा 


जब तक कि () बल ए शून्य न हो या (४) बल ए बिंदु 0 से होकर _ “ लत 
जाता हो और इस दशा में 07,50 (आकृति 5.36)। | आकृति 45.36 
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अतः, | ॥/| च्प्‌,, [फ | बल ए का पिंड को 0 के परित; थुमाने की प्रवृत्ति का उपयुक्त माप है। 


5,5,4 बल युग्म (८०४४/०) हमें ज्ञात है कि ऐसे दो बराबर विपरीत दिश समांतर बलों का, जिनकी क्रिया 
रेखाएँ समान (एक ही सीध में) नहीं है, परिणामी बल एक अकेला बल नहीं हो सकता है। किसी दृढ़ पिंड 
पर क्रियारत, इस प्रकार के बल, पिंड में स्थांतरीय गति नहीं उत्पन्न कर सकते हैं। ऐसे बल पिंड में केवल 
घूर्णी (चक्रीय) गति या घूर्णन ही उत्पन्न कर सकते हैं। दो बराबर और प्रतिदिश समांतर बलों द्वारा इस प्रकार 
घूर्णन उत्पन्न करने का अनुभव किसी ताले की चाबी घुमाने के लिए लंगाए गए बलों या किसी दरवाजे की 
मूठ (हेंडिल) घुमाने के लिए लगाए गए बलों या किसी पेंचकश के हत्थे पंर लगाए गए बलों द्वारा किया 
जा सकता है। 


दो बराबर विपरीत दिश समांतर बल, जिनकी क्रिया रेखाएँ एक सीध में नहीं है, एक बल युग्म की रचना 
करते हैं, बल युग्म की प्रवृत्ति पिंड को घुमाने (घूर्णणन) की होती है। ..... नह ्> 


ए 
बल युग्म के दोनों बलों की क्रिया रेखाओं के बीच लंबवत्‌ दूरी को *+ 


बल युग्म की बाहु कहते हैं, उदाहरणार्थ, आकृति 5.37 में दिए गए बल है मकर मल 


युगम की बाहु ७8 5४ है। | 5 
बल युग्म बनाने वाले बलो में से एक बल तथा बल युग्म की बाहु ड्ढे 
'का गुणनफल बल युग्म का आधुूर्ण होता है, आकृति 5.37 में बल युग्म 
आकृति 45.37 


का आधूर्ण | ४५ #8|, अर्थात्‌ 7% है। 
बल युग्म का आघूर्ण धनात्मक या ऋणात्मक होता है यदि बल युग्म द्वारा पिंड को घुमाने की प्रवृत्ति 
क्रमशः वामावर्ती या दक्षिणावर्ती होती. है। 


बल युग्म को कभी-कभी बल-आघूर्ण (00०८) भी कहते हैं, बल-आधूर्ण शब्द का प्रयोग बल-युग्म 
के आधघूर्ण को प्रकट करने के लिए भी किया जाता है। 


एक बल युग्म को सामान्यतः (९, »), से प्रकट करते हैं, जहाँ 7, बल युग्म रचने वाले बलों में से किसी 
एक का परिमाण है और ७बल युग्म के बाहु की लंबाई है। 


अब हम निम्नलिखित प्रमेयों में बल युग्म के कुछ महत्त्वपूर्ण गुणों का वर्णन करते हैं ; 


प्रसेवष । " एक बल युग्म की रचना करने वाले बलों के समतल में स्थित किसी बिंदु के परितः बलों के 
आधूर्णों का बीजीय योग स्थिर होता है और इसका मान बल युग्म के आघूर्ण के तुल्य होता है।” 


प्रमेय 2 / एक ही समतल में किसी दृढ़ पिंड पर कार्यरत ऐसे दो बल युग्म, जिनके आधघूर्ण बराबर और विपरीत 
हैं, एक दूसरे को संतुलित करते हैं।” 
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प्रमेय 3 "एक पिंड पर कार्यरत सहसमतलीय. कई बल युग्म अकेले एक ऐसे बल युग्म॑ के समतुल्य होते हैं, 
जिसका आधूर्ण दिए हुए बल युग्मों के आधूर्णों के बीजीय योग के बराबर होता है। 

उदाहरण 4 ]6]7 का एक बल, 05 पर स्थित बिंदु & से होकर जाते 
हुए ऋए-तल में कार्य करता है और बल की दिशा »-अक्ष की दिशा 
से 45" का कोण बनाती है। यदि 0» -4 मी हो, तो मूल बिंदु के 
परित: बल का आधषूर्ण ज्ञात कीजिए। 

हल मान लीजिए कि दिए हुए बल की क्रिया रेखा की 0 (मूल बिंदु) 
से लंबवत्‌ दूरी ७ है (आकृति 5.38)। इस प्रकार ह 





95 08 0#& &7 45? 5 4 हु 2०2 मी। हक 
अतः बिंदु 0 के परितः दिए हुए बल का आधूर्ण आकृति 5,38 
|- 6 2 242 
+ -3292 


यहाँ बल क्योंकि वामावर्ती आधूर्ण उत्पन्न करता है अतः ऋण चिहन लिया गया है। 


उदाहरण 5 «लंबाई की रस्सी का एक सिरा किसी पेड़ के किस बिंदु पर बांधा जाए, जिससे कि रस्सी , 
के दूसरे सिरे से रस्सी को खींचने बाला एक व्यक्ति, पेड्‌ को गिराने के लिए, पेडु पर लगाए गए बल का 
महत्तम प्रभाव उत्पन्न कर सके। 
हल मान लीजिए कि 70 दिया हुआ पेड्‌ है, जिसके: $ बिंदु से रस्सी १७ का एक सिरा बंधा है। मान लीजिए 
कि पृथ्वी से रस्सी का झुकाव ८ है। मान लीजिए कि वह व्यक्ति रस्सी के दूसरे सिरे [२ पर रस्सी के अनुदिश 
४ बल लगाता है। पेड; को उखाड़ने की प्रवृत्ति का माप बिंवु 7 के परित; बल ४ के आधघुूर्ण फे परिमाण 
द्वारा किया जाता है (आकृति 5.39)। अब यह आधघूर्ण 

कर क्फ्जर, श|ी५र5फ श्र आए 

रू ए, (5७ 0050०) जं0 

| ह 
| यूके 4 भी 2० (क्योंकि 7१६ > 4) 

यह आधूर्ण महत्तम तब होगा जब आं। 2० महत्तम हो। 0 2० का 
महत्तम मान | है, जब 2० + 90० अर्थात्‌ ० 5 457 





आकुंति 45,39 


2 


] 
बट 2 


अत; ए8 5 (२8) आ। 45९ +- ८ 
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उदाहरण 6 दो बल जिनमें से प्रत्येक का परिमाण 0ल्‍/3 इकाई है, एक बल युग्म की रचना करते हैं इनमें 


से एक बल >-अक्ष की धनात्मक दिशा से 60? पर झुका हुआ मूल बिंदु पर कार्य करता है, ज्ञात कीजिए 
कि दूधरे बल की क्रिया रेखा »-अक्ष को कहाँ काटती है 
यह दिया है कि बल युंग्म का आधूर्ण --45 है। 


हइल क्योंकि बल युग्म का आधूर्ण --45 दिया है, इसलिए 
यह बलों के दक्षिणावर्ती घूमने की दशा है। स्पष्ट है कि 
दूसरी बल>-अक्ष को उसके धनात्मक भाग में काटेगा, मान 
लीजिए कि बिंदु & (४, 0) पर काटता है। 


बल युग्म के बलों की दिशाएँ आकृति 5.40 में 
दर्शित हैं। मूल बिंदु 0 से, & बिंदु से जाने वाले बल की 
क्रिया रेखा पर, 0।/ लंब खींचिए॥ 

समकोण ४ 05५ से 


छ. 





्ड 043 


नपनन कामकननस५०८++++-+43५+434>५००५०+- 





03 
। हर पक! 
(0) * (006 &7 607 < अर आकृति 45.40 


क्योंकि बल युग्म का आधूर्ण -45 दिया हे, 


5 


अत; -॥0 ४.75 -4 
या ]5£45 या &5३3 
अतः दूसरे बल की क्रिया रेखा £-अक्ष को बिंदु (3,0) पर काठती है। 


ओं नजर | 
उदाहरण 7 वर्ग 800 की भुजाओं ४8, 80, 00 और 70 के अनुदिश क्रमशः बल 7, 20, -7 


और 29 कार्य करते हैं और बल ४.5 प्रत्येक विकर्ण छा) और 0» के अनुदिश कार्य करते हैं। दर्शाइए कि 
दिए गए बल घटकर एक 247 आधूर्ण का बल युग्म के तुल्य रह जाता रे 
है, जहाँ ८ वर्ग की भुजा का माप है। ह 9 न ८ 


हल दिया हुआ बल निकाय आकृति ६5.4। में प्रदर्शित है। 
हम 0.५ के अनुदिश कार्यरत बल 9.5 को दो घटकों में. >ैं 





न्न्के 
वियोजित करते हैं, जो क्रमशः ही 
फ (2 ००४ 457 ( फल ) 0) के अनुदिश तथा 
>> 5 झा रे हैं छठे 
7९2 आंध्र (45०), (5 9 ) 08 के अनुदिश हैं। 


आकृति 45,47 


प्रारंभिक स्थिति विज्ञान हा 


इसी प्रकार, हम छा) के अनुद्श लगे 9./2 के बल का वियोजन 7./2 ००४45" (- 9) 8५ के 
अनुदिश तथा 9./2 आ॥ 457 (< ०) 80 के अनुदिश करते हैं। 
इस प्रकार दिए गए बलों का यह निकाय निम्न प्रकार हो जाता है : 
6) एक बल 7 , 8 के अनुदिश और 8« के अनुदिश बल 79 
(४) 80 के अनुदिश एक बल 27 , 80, के अनुदिश एक बल ए तथा (8 के अनुदिश एक बल 
(0) 00 के अनुदिश एक बल - ए और (0) के अनुदिश एक बल ए 
69) 0७ के अनुदिश एक बल 2? 


है नर 
अतः दिया हुआ बल निकाय 80! और 0 के अनुदिश कार्यरत दो बराबर और समांतर बल क्रमश: 27 


और 27 के समतुल्य हैं, किंतु यह दोनों बल बराबर और विपरीत दिश में समांतर बल हैं जिनकी क्रिया रेखाएँ 
एक ही सीध में नहीं हैं और इसलिए एक ऐसे बल युग्म की रचना होती है जिनका आधूर्ण 26? है, जहाँ 
दिया हुआ है कि ८ वर्ग की भुजा की लंबाई है, जो इस बल युग्म की बाहु है। 


उदाहरण 8 ४ और 3 दो बिंदुओं पर कार्यरत दो बराबर विपरीत दिश समांतर बल, एक 0 आधूर्ण का 
बल-युग्म बनाते हैं। यदि इन बलों की क्रिया रेखाएँ एक समकोण घुमा दी जाए तो वे एक [पत्र आघूर्ण का 
बल युग्म बनाते हैं। दर्शाइए कि जब दोनों बल रेखा &8 से समकोण बनाते हैं, तो वे /6? + छः आघूर्ण 
का बल युग्म बनाते हैं। । | 


हल मान लीजिए कि & और 9 पर कार्यरत दोनों बराबर विपरीत जप 
दिश समांतर बलों में से प्रत्येक ? के बराबर हैं और प्रत्येक 8 





से कोण 9 पर झुके हैं (आकृति 5.42)। मु 

दिया है कि बल 0 आघूर्ण का बल युग्म बनाते हैं, हा सह 

अतः... 0ल्‍799- ० 88 &70 (0) 00% 
जब इन बलों की क्रिया रेखाओं को एक समकोण से घुमा दिया... 2 





जाता है तो प्रत्येक बल 9 का ७8 से झुकाव (98+ 90") हो 
जाता है। अतः प्रश्नानुसार 


प्>7?. 88 आ। (9 + 900 - 7९.४8 ००४ 9 (2) 
और जब दोनों बल ७8 से समकोण बनाते हैं तब वे एक 7.७8 आधूर्ण का बल युग्म बनाते हैं। 


8]2 गणित 


पुन 


तो] 


_/06+पर 


अत: अधभीष्ट उत्तर प्राप्त हुआ। 


प्रश्नावली [5.5 


4800 एक वर्ग है। इसकी भुजाओं &8, 08,/00 और 708 के अनुदिश क्रमशः 6, 5, 8 और 2!५ के बल कार्य 
'करते हैं। यदि वर्ग की भुजाएँ 4 मी लंबी हैं, तो इसके केंद्र 0 के परितः इन बलों के आधघूर्णों का बीजीय योग 
ज्ञात कीजिए) 


एक समभुज 0५४८, जिसकी प्रत्येक भुजा ] सेमी लंबी है, की भुजाओं 80, 2& और «४8 के अनुदिश क्रमश: 
4, 5 और 6!]पके बल कार्य करते हैं। 80 पर एंक बिंदु ऐसा ज्ञात कीजिए, जिसके परितः 30 और 2४ के अनुदिश 
कार्यरत बलों के आघूर्णों का योग, उस बिंदु के परितः तीसरे बल के आधूर्ण के बराबर हो 


' अक्ष 05 के समांतर बिंदु (2,3) से जाने वाली रेखा के अनुदिश 20] का एक बल कार्य कर रहा है। हए-तल में 


बिंदु (,7) के परितः उस बल का आघूर्ण ज्ञात कौजिए। 


/80709% एक सम षट्भुज है; इसकी भुजाओं ४8, 28, 08 और 8 के अनुदिश क्रमशः 5, , 5, प के 
बल कार्य करते हैं और (7) तथा ४५ के अनुदिश दो बल, प्रत्येक ४] के तुल्य, कार्य करते हैं। यदि बलों का 
यह निकाय साम्यावस्था में है, तो का मान ज्ञात कीजिए। 


'एक बल-युग्म, जिसका प्रत्येक बल 0॥0 है और बाहु 3 मी है, एक 5 मी बाहु के बल-युग्म दवारा प्रतिस्थापित 
किया जाता है। इस बल-युग्म का प्रत्येक बल ज्ञात कीजिए। 


88९८ एक समचतुर्भुज है, जिसकी भुजा ८ और कोण ८ है। ८0 पर एक वर्ग ८8) की रचना इस प्रकार 


ि है जिसमें नहीं गे 
करते हैं कि यह (!) के उस तरफ स्थित हो जिसमें ७98 नहीं है। एक बल ? क्रमशः ७8, 80, 08, 0070, ए5, 


और ४८ प्रत्येक के अनुदिश कार्य करता है और बल 27, 00 के अनुदिश कार्य करता है। दर्शाइए कि बलों का 


यह निकाय समानयित होकर (घटकर) केवल एक अकेले 247 (-अ7 ०) आधघूर्ण के बल युग्म के बराबर 
हो जाता है। 


' दर्शाइए कि किसी दृढ़ पिंड पर कार्यरत तीन बल यदि परिमाण और दिशा में किसी त्रिभुज की, क्रमानुसार ली 


गई, भुजाओं द्वारा निरूपित होते हैं, तो वे एक ऐसे बल-युग्म के समतुल्य हैं, जिसका आधघुर्ण उस त्रिभुज देः 
क्षेत्रफल के दुगुने से निरूपित हैं। 


प्रारंभिक स्थिति विज्ञन 83 


'विविध उदाहरण (शाइटाग ७0055 ७ शश, 88) 


उदाहरण 9 एक समतल में स्थित किसी कण पर क्रमशः 2)५, 2,/2 और [४ के तीन बल कार्य कर रहे हैं, पहला 
बल क्षैतिज दिशा में, दूसरा क्षेतिज से 45" के कोण की दिशा में .और तीसरा ऊर्ध्वाधर दिशा में कार्य कर रहे हैं। इन 
बलों का परिणामी बल ज्ञात कीजिए। 


हल मान लीजिए कि परिणामी बल ए है और यह क्षैतिज दिशा से कोण 6 पर झुका है। यदि बल ह के श्षैतिज तथा 
ऊर्ध्वाधर दिशाओं में वियोजित करने पर, हमें निम्मलिखित परिणाम प्राप्त होते हैं, 


] 
८2+ 242 ००४45०+ ].00०8 90१52+ 242 [) +.0ल्‍%4 


हि र्द्धाः 
अत; 9 छू 2,.8॥ 0?+ 2-/2 8॥ 45९ + | ,॥॥ 90९5 2 (0) + 2७४2 [हर + [()53 
अत; फए 008 05४4 ८5 4 और #8779 55 ५ ८-३3 
3 
और र कफ + शा च्स्5 और मल 


अत; परिणामी बल 5] है और यह क्षैतिज दिशा से एक ऐसे कोण पर कार्य करता: है जिसके +श्ा/टआ। का मान 
(3/4) है। 
उबाहरण 20 किसी वृत्त के केंद्र पर स्थित एक कण पर 


हम 6 और 7२ तीन ऐसे बल लगे हैं, जो क्रमशः वृत्त के 
परिंगत एक त्रिभुज के शीर्ष &, 8 और 0८ की ओर 
अभिमुख है। सिदृुध कीजिए कि यदि बल-समूह साम्यावास्था 
में हैं, तो 


ए 0 पर 


००४(७/2) ०08४(9/2) 5०४(९/2) 
जहाँ #, 8 और ८ त्रिभुज ७30 के कोणों के मान हैं। 


हल मान लीजिए कि 0 वृत्त का केंद्र है। 00 भुजा 80. 
पर लंब खींचा गया है (आकृति 5.43)॥ 





आकृति 45.43 


अत; <00(:5 90? -- «(0९705 90? दर 


(५ 
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इसके अतिरिक्‍त “83070 +<१90०- ./0879590० -. -२- 





अतः <802580"-(++ ५) 
2, 7 

80? &. के 

“5]80"-[ 7“ 7 [590९ 

20: “+ 2 2 


इसी प्रकार ८#&00590%"+ हर और 808 < 90९+ दर 


लामी के प्रमेय के प्रयोग द्वारा 


ननननकनननमननिनानीकिनिननकीनन++न--++ 2 पए अभभनतनगनभगरअरनगनभगन्‍फ्नतषगनभतन++3+3++>नरमन>++..प्रपाय, “>लनभननगनननननननननननननननाननान++- 


7 2300 87002 2॥ ८8७०3 


ए 0 हर 

का था) (907+0/2) था 907+8/2)  #007+22) 
ए ०._ ए 

अत; पाल 


००89/2. ००8395/2 ००४९/2 


उद्दाहरण 24 क्षितिज से « कोण पर नत किसी चिकने समतल पर एक भार ऐसी डोरी से संभला हुआ है, जो 
ऊर्ध्वाधर से | कोण बनाती है। थदि समतल का झुकाव (प्रावण्य) बढ़ा कर 8 कर दिया जाए और डोरी तथा 
ऊर्ध्वाधर दिशा के बीच का कोण अपरिवर्तित रहे, तो भार को संभालने के लिए डोरी का तनाव दुगुना हो जाता है। 
सिद्ध कीजिए कि 


९०० - ०0४४ 5 2 ०0 3 


हल मान लीजिए कि संभला हुआ भार ् है। मान लीजिए कि समतल की भार पर प्रतिक्रियाएँ, जब उसका (समतल) 


झुकाव (आनति) ० और 6 है, क्रमशः ्ज और ॥२, हैं (आकृति 5,44 और 5.45)। 


क्योंकि समतल चिकना है, इसलिए दोनों दशाओं में प्रतिक्रियाएँ रे और ए, समतल पर लंबबत्‌ होंगी। मान लीजिए 
| नह लक 
कि डोरी का तनाव क्रमश: ॥' और 27' है जैसा चित्र में दिखाया है। 
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आकृति 5.44 आकृति १5,45 


पहली दशा में पर और 4 -के बीच का कोण ०+ ९ है और दूसरी दशा में ४ और 2 य के बीच का कोण . 
8+॥% है। ह 


ने तर हल रे 
इसके अतिरिक्त 7९, और. ए/ के बीच का कोण (7-०0) है तथा 7९, और 9/, के बीच का कोण (7:- 9) है। 
ह * में च्झे हरे ने में 
अब पहली दशा में, 8,, 7 और ए/ बल साम्यावस्था में है, अतः 
लामी के प्रमेय द्वारा 
नल 2क की कक किक लक कक मनी 


8&7(0+५)  आअंश[27:- 7- 00-0०४+१) आ0(:7- ०) 


या पछा (0. + ५) ४४७४६४॥ (7:- ०), या पृ शं॥ (०७ +१) नन्‍्फ्ोडा। ० े () 


में हक ल्न्कः कटे ता में 
पुन; दूसरी दशा में 7९, , 27' और ए/ बल साम्यावस्था में है। अतः 


व न कप 
&7(3+१) प् 8॥7( 24: -- ह+7% “-77- 3) रा थ(77- 3) 
या . 2पएडं॥( 5+%५)7 ४४ आ7 (7८ - 3) 
या 2 7 (2+%)₹ ४४ ४7४ 3 ह (2) 


(।) को (2) से भाग करने पर हमें निम्न परिणाम प्राप्त होता है : 


87॥(०+९) _ भंाए 
2झ(8+%) आठ 
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या 8 3 आ (७ +)ल्‍2 आ॥0० 8 (0 + 7) 
या 8 5 (जञाव0७ 2080 + ०08० ज१) 2 शा।0 (शा।3 ००४४ + ००४) धं॥१ ) 


या आंव 0 0080 भओ।॥ - 0० आग 3 008४7 + 2 80 ०08 भंप्रीं 


या 200० - 607 2 60० 3 


उदाहरण 22 दो समदिश समांतर बल 9 और ९ (?>0) एक दुढ़ पिंड के क्रमशः & और 9 बिंदुओं पर लगे हैं। 


यदि ? और 0 की स्थितियों को परस्पर बदल दिया जाए, तो दर्शाइए कि परिणामी बल का क्रिया बिंदु न्ककर हरि 
दूरी द्वारा हट (खिंसक) जाता है। 


हल मान लीजिए कि बल ए और 0 क्रमश; & और 8 बिंदुओं पर कार्य करते हैं। मान लीजिए कि रेखाखंड «8 
पर (! एक बिंदु है जिससे होकर परिणामी बल जाता है (आकृति 5.46)। तब, समदिश समांतर बलों के सूत्र दवारा 


बनते 2 न न्‍-+«+>त पट 





0.8 
ए+0 ाआ, 5 ५ 


जब बलों की स्थितियाँ परस्पर बदल दी जाती हैं, तब मान लीजिए 
कि रेखाखंड ७8 पर (” बह बिंदु है जिससे नया परिणामी बल जाता 
 है। अत: () के अनुसार 


जी. 
| रि है, ढे ठढे 
9,08 
४२6 (2) आक्रृति 45,46 





या 2 के 


#0/« 





क्योंकि ? > 0 इसलिए () और (2) द्वारा 


79.७8 0.68 7? 
था 2 ० 


४+0ए ए+0 ?+0 
उदाहरण 23 एक भारी वाहन के पहिए का भार ५५ और त्रिज्या » है। इस पहिए के केंद्र पर लगे क्षैतिज बल 7 दूवारा 


ह 20-+ ठ 
(पहिया) एक # ऊँचाई की बाधा पार करता है। दर्शाइए कि ? का मान 6 / कक ८मी से थोड़ा अधिक होना चाहिए। 


| 
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हल मान लीजिए कि ( पहिए, का केंद्र है, जिससे होकर उसका भार ५/ ऊर्ध्वाधर नीचे की ओर कार्य करता है। 
मान लीजिए पहिए का धरातल से स्पर्श बिंदु & है। मान लीजिए कि 0 वह बाधा है जिसकी धरातल से ऊँचाई # 
है। मान लीजिए कि 0५ । ८७, जहाँ 0४ ऊर्ध्वाधर है। 


पहिए के केंद्र पर लगाए गए बल फ् का बिंदु 0 के परितः 


आधूर्ण, इसी बिंदु 0 के परितः भार ५७ के आधूर्ण से कुछ 
अधिक होना चाहिए। 


सीमांत संतुलन की स्थिति में, जब कि पहिया बाधा 0 को 
लगभग पार ही करने वाला है, धरातल की » से जाने वाली 
प्रतिक्रिया शून्य है (आकृति 5.47)। 





अतः बिंदु 0 के परितः ए और ५ के आधूर्ण निकालने 
पर 


आकृति 45.47 
ए.२0> 7.0 
अब (८७९७-१५ ४८/४-/४ - 
और ()प रू 02? - लगे -८ए? - पक -0-॥)2 -(#-#)< नल १० 
अतः 9 ७-#॥) > ४2#७-#2 . ए/ 
(20-३३ 
भ४४४2/॥#/-॥# 
या जे ीीणखणजजणजाणण 
है (४-४) 


अत; फल प्राप्त हुआ। 


अध्याय ॥5 पर विविध प्रशनावली 
मर - . एशा86णआ | .4घ५)085 एक र( ]58 (अप (तर 4एफर 5) 


], परस्पर 05" पर झुके हुए 5]५ और 3]५ के दो बलों का परिणामी बल ज्ञात कीजिए और वह कोण भी 
निर्धारित कीजिए जो परिणामी बल बड़े बल से बनाता है। 


2. एक कण पर कार्यरत तीन बल साम्यावस्था में हैं। पहले और दूसरे बलों के बीच का कोण 90" है तथा दूसरे 
* .. और तीसरे बलों के बीच का कोण 20* हैं। बलों का अनुपात ज्ञात कीजिए। 


3, 2]0 के एक बल को दो घटकों में वियोजित किया जाता है; जिनमें से एक 5]0 का है और यह परिणामी बल 


88 


ई 


0, 


गणित 


* परस्पर ७ कोण बनाती हुई दो रेखाओं के अनुदिश दो बल क्रमशः ए और 6 कार्यरत हैं और इन बलों का 


परिणामी बल ४ है। उन्हीं दोनों रेखाओं के अनुदिश दो अन्य बल क्रमश: ए” और हि का परिणामी बल 
एऐे है। दोनों परिणामी बलों की क्रिया रेखाओं के बीच का कोण ज्ञात कीजिए। 
फो ह भार का एक पिंड किसी नत समतल पर स्थित है। पिंड को एक क्षेतिज बल छठ द्वारा विरामावस्था में रखा 


जा सकता है। यदि समतल के अनुदिश कार्यरत एक बल ० द्वारा भी पिंड को विरामावस्था में रखा जा सकता 
हो, तो सिंदृध कीजिए, कि 


किक, 


007 ९? 


« किसी प्रदत्त कोण पर झुके हुए (नत) दो बल 9 और 0 का परिणामी बल रे , बल 9 की दिशा से 6 कोण 


बनाता है। दर्शाइए्‌ कि उसी (प्रदत्त) कोण पर कार्यरत दो बल (ए + ए) और ० का परिणामी बल, 


(छ + फ्) की दिशा से (र का कोण बनाता है। 


. ए और 0 दो बलों के मध्य आनति कोण 6 है। यदि 9 और 0 की स्थितियाँ परस्पर बदल दी जाती हैं, 


तो दर्शाइए कि परिणामी बल कोण ९ घूम जाता है, जहाँ 
९ ?-0९ 6 


धा-“ २ 0-: 
2 ?+(५ 2 





- एक त्रिभुज #80 की क्रमानुसार ली गई भुजाओं के समांतर तीन बल एक बिंदु पर कार्यरत हैं और इन बलों 


के परिमाण क्रमशः सम्मुख कोणों के ००४7७ (कोज्या) के समानुपाती हैं। दर्शाइए कि इन बलों का परिणामी 
बल [] -- 80084 0०08 8 ०08 ० के समानुपाती है। 


- 65 किग्रा का एक पिंड, एक ही क्षेतिज रेखा पर स्थित, परस्पर 3 मी दूर, दो बिंदुओं से बंधी, 5 मी तथा 2 मी 


लंबी दो डोरियों द्वारा लटक रहा है। डोरियों के तनाव ज्ञात कीजिए। 


,8 मी लंबी एक क्षेतिज छड॒, जिसके भार की उपेक्षा की जा सकती है, अपने दोनों सिरों पर, दो आधारों पर 
टिकी है। इस छड़ के एक सिरे से 0.75 मी की दूरी पर, 300 किग्रा द्रवमान का एक पिंड लटका दिया जाता 
है। प्रत्येक आधार बिंदु पर प्रतिक्रियाएँ ज्ञात कीजिए। 
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॥. ४8८0 एक आयत है, जिसमें 88 -00-<2 और 8050-8४ , ४0 और ८ के अनुदिश एक बल ह 
? कार्यरत है तथा &8 और 00 के अनुदिश बल ७ कार्यरत है। सिदृध कीजिए कि बिंदु & पर लगे 

ए और 0) बलों के परिणामी बल तथा बिंदु ८ पर लगे 9 और 0 बलों के परिणामी बलों के बीच की 


। ९६-९४ 
लंबवतू दूरी है आर है! 


82. 3]प, 6]0, 900 और [2]प के चार समांतर बल किसी छड़ पर समान दूरियों पर कार्य करते हैं। दर्शाइए कि 
इन बलों का परिणामी बल, तीसरे बल के हटाए जाने के बाद भी, उसी बिंदु पर कार्य करता रहेगा। 


3, - तीन समदिश समांतर बल | 0 , छ एक त्रिभुज #30 के शीर्षों पर कार्य करते हैं और इनका परिणामी बल 
- त्रिभुज के परिकेंद्र पर स्थित है। दर्शाइए कि 
ए हु _३७५_ _ वर 
8720. श203 श20! 








84, समदिश समांतर बल ए, 6, ए एक « ४82 के शीष्षों पर कार्य करते हैं। यदि इन बलों का परिणामी बल त्रिभुज 
के लंब केंद्र से होकर जाता है, तो दर्शाइए कि ए:0: 8 :: था 8 : था ऐ : का ९" 


रे 














ऐतिहासिक टिप्पणी |; 
रह रूप से यांत्रिकी, यथार्थ विज्ञान के रूप में विकसित होने वाली, भौतिक विज्ञान की सबसे प्रारंभिक 
शाखा है। यूनानियों को, ईसा पूर्व तेरहवीं शताब्दी से ही उत्तोलक औरं तरल पदार्थों के नियमों का ज्ञान था। 
स्थैतिकी के मूल प्रमेय अर्थात्‌ बल-त्रिभुज के प्रमेय का प्रतिपादन सर्वप्रथम ब्रेजेस के स्टीविनस (8०शगए४ 
छाण86७) ने वर्ष 586 में किया थां। तथापि यांत्रिकी के नियमों का सूत्रीकरण गैलिलियो (04॥॥60) 
' ((564 - 642) तथा न्यूटन (५०७०७) (642 - 727) द्वारा किया गया और उन्होंने यांत्रिकी को यथार्थ विज्ञान 
के रूप में एक सुदृढ़ आधार पर प्रतिष्ठापित किया। न्यूटन ने ही सर्वप्रथम गुरुत्वाकर्षण के सार्वभौम (व्यापक) 
नियम को उचित प्रकार से सूत्रबदूध किया। न्यूटन के पश्चात यूलर (70), डी एलंबर्ट 0)" ४००७७), लैगरेंज 
(0278०), लाप्लास ( 27[8०७४), पॉयसोट (०॥8०), तथा कोरियोलिस (१०7०७) ने यांत्रिकी में महत्त्वपूर्ण 
योगदान किया है। अभी तक विकसित यांत्रिकी में अनुमानित पूर्व कथन वास्तविक प्रेक्षण से भली-भाँति सामंजस्य 
रखंते हैं। 
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6.] भूमिका (0040060॥) 


गति विज्ञान, सामान्यतः गति का विज्ञान है। यदि हम एक कण की गति पर विचार करें तो इसे एक कण 
'का गति विज्ञान कहते हैं! इसी प्रकार, यदि हम एक दृढ़ पिंड की गति का अध्ययन करते हों, तो इसे एक 
दृढ़ पिंड का गति विज्ञान कहते हैं। अतः गति विज्ञान में हम समय के परिवर्तन के साथ किसी निकाय (एक 
. कण, कणों का एक निकाय, दृढ़ पिंड, प्रत्यस्थ पिंड, द्रव, गैस, विद्युत आवेश इत्यादि) के स्थान परिवर्तन 
(विस्थापन) से संबंधित स्थितियों पर विचार करते हैं। ये निकाय भौतिक हो सकते हैं या भौतिक नहीं भी 
हो सकते हैं; तथापि इस अध्याय में, हम प्रारंभिक गति विज्ञान के अध्ययन को केवल भौतिक निकायों तक 
ही सीमित रखेंगे अर्थात्‌ एक कण का गति विज्ञान। 


कण गति विज्ञान अनुप्रयुक्त गणित की, एक सबसे सरल और आकर्षक शाखा है। इसकी मौलिक 
अवधारणाओं का विस्तृत प्रयोग होता है। इसका अध्ययन अभियंताओं के लिए आवश्यक है, क्योंकि उनकी 
रुचि, कणों, पिंडों, प्रत्यस्थ पिंडों, द्रवों और गैसों आदि की गति से और जहाजों तथा वबायुयानों: के द्रवों और 
गैसों के माध्यम में गति से होती है। उसका अध्ययन खगोलज्ञों के लिए आवश्यक होता है, क्योंकि इसकी 
सहायता से, वे ग्रहों की गति का अध्ययन कर सकते हैं ओर ग्रहण के सही समय तथा स्थान की भविष्यवाणी 
कर सकते हैं। सुरक्षा से संबंधित व्यक्तियों के लिए इसका अध्ययन आवश्यक है, जिससे प्रक्षेपास्त्रों और रॉकेटों 
की गति पर बिचार कर सकें। गति विज्ञान उनके लिए भी अनिवार्य है जिन्हें अंतरिक्ष उड़ानों में रुचि है, जिससे 
वे उपग्रहों और अन्य सभी अंतरिक्ष यानों के पथ, का गणना द्वारा, निर्धारण कर सकें, जिन्हें चंद्रमा या बाहय 
अंतरिक्ष में भेजा जाता है। 


गति विज्ञान का अध्ययन गणितज्ञों के लिए एक अन्य प्रकार से भी लाभप्रद रहा है। कलन की खोज, 
किसी सीमा तक, फरमैट (7.79), न्यूटन (06७07) तथा अन्य द्वारा संतत गति को समझने के. प्रयास 
के कारण सुसाध्य हुई। 


गति विज्ञान की मौलिक अवधारणाओं पर इस अध्याय के अगले अनुच्छेद में, विचार किया जाएगा। उसके 
उपरांत एक कण की अचर त्वरण के प्रभाव में सरल रेखीय गति का अध्ययन किया जाएगा। प्रक्षेप्प की गति _ 
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का अध्ययन इस अध्याय का एक महत्त्वपूर्ण भाग है। सदिश, कलन और त्रिकोणमिति का ज्ञान, इस अध्याय 
के अध्ययन के लिए, अनिवार्य रूप से पूर्व आपेक्षित है। 


6,2 गति विज्ञान की मौलिक संकल्पनाएँ ( अवधारणाएँ ) (छक्कबंट (१०॥८शु४5 ० एजाशामांट$) 


6.2.]घटना, आकाश, काल और पदार्थ (छ7छ#, 5.26, 76 करवे 24272-) कुछ भी जो घटित 
होता है, उसे घटना कहते हैं; उदाहरणार्थ फुटबाल का एक खेल या एक तिपहिए को ढकेलना। 


आकाश ( समष्टि )वह क्षेत्र है, जिसमें घटनाएँ घटित होती हैं। 


एक घटना के घटित होने का केवल स्थान (स्थिति) ही नहीं होता है अपितु उसके घटित होने का समय 
(काल) भी होता है। अत: काल ( समय) , घटनाओं के अनुक्रमण का माप होता है। 


पदार्थ ( द्रव्य )कुछ ऐसी वस्तु है, जो स्थान घेरती है तथा जिसकी अनुभूति हमारी जानेंद्रियों दूवारा हो 
सकती हैं। 


6.2.2निर्देश फ्रेम (77-8%४ ०४/४४/८४८८) किसी घटना के घटित होने के साथ हम समय ओर स्थान 
का संबंध स्थापित करते हैं। उदाहरण के लिए किसी वायुयान के दुर्घटनाग्रस्त होने पर यह सामान्य बात है 
कि उस अक्षांश तथा देशांतर को रिकार्ड किया जाता है जिस पर दुर्घटना घटित होती है। साथ ही दुर्घटना का 
समय भी रिकार्ड किया जाता है। | 


यहाँ अक्षांश तथा देशांतर धरातल पर एक स्थान सुनिश्चित करते हैं और इसका निर्धारण पृथ्वी के तल 
पर कुछ स्थिर रेखाओं के संदर्भ में होता है। 


दूसरा उदाहरण, किसी निश्चित क्षण (समय) पर, एक कमरे में रखी मेज पर स्थित एक पुस्तक के स्थान 
पर विचार करने का है। पुस्तक की कमरे की दीवारों से दूरियों और फर्श से ऊँचाई के पदों में उसका स्थान 
पूर्णतया निर्धारित हो जाता है। उपर्युक्त दोनों में से प्रत्येक उदाहरण में एक पिंड है, जिसकी स्थिति (स्थान) 
का वर्णन हम करना चाहते हैं और प्रत्येक में एक निर्देश फ्रेम है, जो प्रतिवेश में स्थिर है। निर्देश फ्रेम के 
लिए यह आवश्यक है कि वह दूढ़ होना चाहिए 


हमारे गणितीय प्रतिमान (मॉडल) में, हम एक दूढू पिंड का प्रयोग निर्देश फ्रेम के रूप में करते हैं और 
इसमें समकोणिक निर्देशांक निर्धारित करके, किसी घटना के लिए तीन संख्याओं के एक समूह, जैसे - 
(५, », 3) को नियत कर देते हैं, जिन्हें निर्धारित निर्देश फ्रेम के संदर्भ में उस बिंदु का निर्देशांक कहते हैं, जहाँ 
घटना- घटित होती है। 


6.2.3गति (0०४०४) गति और विराम सापेक्ष पद हैं। एक प्रेक्षक को जो वस्तु स्थिर प्रतीत होती है वही 
चस्तु एक अन्य प्रेक्षक को गतिमान प्रतीत हो सकती है। किसी पिंड की स्थिर अवस्था या गतिक अवस्था 
जितना पिंड पर निर्भर करती है उतना ही उसके निर्देश फ्रेम पर भी निर्भर करती है। 


822 गणित 


एक कण गतिक अवस्था में, जिन बिंदुओं से होकर जाता है, उन समस्त बिंदुओं (क्रमागत) के समूह 
को कण का पथ या प्रक्षेप-पथ कहते हैं। यदि यह पथ एक सरल रेखा ह, तब गति को सरल रेखीय कहते 
हैं, अन्यथा गति को वक्ररेखीय कहते हैं। 


6,2,.4 औसत चाल तथा तात्कालिक चाल (कट/बढट कऋूर्टव 
बहाबं #ं#5/4#/47८०४५६ फ़श्८ध्र किसी गतिशील पिंड दूवारा दूरी तय 
करने की दर को उसकी (पिंड) चाल कहते हैं (इससे कोई अंतर । । 
नहीं पड़ता कि पिंड सरल रेखा में चल रहा है या वक़ रेखा में चल 
रहा है)। यदि / समय में कुल चली गई दूरी ७ है, तो औसत चाल 
(४/) है। 


५ 











प्रत्येक क्षण, कण अपने पथ के किसी. स्थान (बिंदु) पर होता ब अल 
है। मान लीजिए कि/ क्षण पर कण की स्थिति ? है और (/+689) क्षण या 
पर उसकी स्थिति 0 है। मान लीजिए कि कण के पथ पर 0 एक स्थिर बिंदु है और पथ के अनुदिश 
ए और 0 की 0 से दूरियाँ क्रमश: & और (५६+ 6७) हैं (आकृति 6.)। अतः समय के लघु अंतराल 67 
में, कण द्वारा चली गई दूरी & है और इस लघु अंतराल में, औसत चाल । हु; ॥ है। यदि हम & को घटाकर 


उत्तरोतर शून्य की ओर अग्रसर होने दें, तो 


# _ 
हा का ह () 


इसे क्षण / पर (या स्थिति ? पर ) कण की तात्कालिक चाल कहते हैं। 
6.2.5 विस्थापन (707%(/2८2/8८४४) एक दिए हुए समय अंतराल में, किसी कण के स्थान परिवर्तन को, 
उस अंतराल में, कण का विस्थापन कहते हैं। 


किसी कण का बिंदु ? से बिंदु ७ तक विस्थापन, संकेत ४0से निरूपित होता है। ध्यान दीजिए कि 
विस्थापन एक सदिश राशि है। इसके अतिरिक्त इसका संबंध कण की प्रारंभिक और अंतिम स्थितियों से है 
और 7? तथा 0 के बीच कण के वास्तविक पथ के संबंध में कुछ भी नहीं कहा गया है। 


6.2.6 वेग (72४०८४6) जैसा कि अनुच्छेद 5.2 में पहले ही परिभाषित किया जा चुका है, एक कण का, 
किसी क्षण, वेग उसके विस्थापन की दर को कहते हैं। 


मान लीजिए कि 0 एक स्थिर (अचर) बिंदु है तथा 0& प्रारंभिक रेखा है। पुन: मान लीजिए कि ? और 
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0 कण की स्थितियाँ क्रमशः: समय (क्षण) # और /+8/ पर हैं इस 





. प्रकार समय अंतराल 67 में विस्थापन ९९ होता है। मान लीजिए कि. #+& # । 
आकृति 6.2 में 


जे जहर  नओ भरे हे 
(07 5: / ७00 - #+ 8, अत; 7९५१-७४ 
0 गा का 
ले पु 
तब सरिभाषा द्वारा, समय / पर कण का वेग ए निम्न प्रकार है आकूंति 46.2 
ज्ल्न्टे #रे 
5 फंण तर. क्‍ () 


8/-१0 6# वा 


अब कण के वेग ए का परिमाण निम्न प्रकार होगा 





रे 
-->े 6 [6/| 
जै - है हु 5 ५ 8 छू (कह 0- ७) 
स्ज [ कक गा] ॥ 5483 | का '] (2) 
द्रा 0-१? चाप ९९५३ 


चरे 
और फ्ँकी दिशा, अर्थात्‌ हि की दिशा वही है जो 70 की दिशा है। जैसे-जैसे 6/->0, 0-२०; और, 


. सीमांत स्थिति में, एं की दिशा वही होती है, जो कण के पथ के बिंदु ? पर स्पर्शी की होती है। 


अतः वेग का परिमाण, तात्कालिक चाल के तुल्य होता है और वेग की दिशा, कण-पथ के संबंधित बिंदु 
पर स्पर्शी के अनुदिश होती है। 


यदि बिंदु ? पर कण-पथ के अनुदिश / एकक सदिश है, तो बिंदु ? पर वेग ऐ को निम्न प्रकार 


लिख सकते हैं ७ - हर है (9) 
धरा ह ह 
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ह। 
ध्यान देने योग्य है कि, सामान्यतः जब कण चलता है, तो उसके वेग का परिमाण हा और साथ ही साथ 


उसकी गति की दिशा, परिवर्तित हो सकती है। तथापि, एक सरल रेखा के अनुदिश गति के लिए, विस्थापन 
तथा वेग, सदैव उस रेखा के अनुदिश होते हैं। 


मान लीजिए कि एक कण किसी सरल रेखाा, के अनुदिश चलता है। मान लीजिए कि रेखा।, पर 0 
एक अचर (स्थिर) बिंदु है और मान लीजिए कि चर राशि &, / समय पर रेखा [, पर कण 7 की स्थिति 
निरूपित करता है, मान लीजिए कि 
रेखा [, के अनुदिश / एकक सदिश 
है। यदि समय ४+6/ पर कण की 
स्थिति .0 है, मान लीजिए कि दूरी 
00, »+ 55 है (आकृति 6.3)। तब 


नक्जडखड?::कडसरकजलअइ इृइक्‍फककअक्‍इक्‍नतै७०७४४नण४:/४+घ+प न िज-+ जन हे ४२ >आआ | हि पक 
६ ० न्न>लग+ इंनक+ समप9पसमन्म टी 
........-- अफककड ऑओय>++>ी 
आकृति 46.3 
07 < » , 00 < (५ + 65%) 


अतः. 90 - (50)/ (क्योंकि / एक अचर सदिश है) (4) 


और समय /पर कण 7 का वेग ५ ॥ न || ; अर्थात्‌ वेग कण के गति के रेखा के अनुदिश है। 


6.2.7 त्वरण तथा मंदन (4८८हॉहिब्रा/ंता बहाव ., 
#टाक्ाबं॥79०0 जैसा कि अनुच्छेद 5,2 में परिभाषित 
किया जा चुका है, वेग परिवर्तन की दर को त्वरण 
कहते हैं। मान लीजिए कि समय (क्षण) / और 
7+9/ , पर कण की स्थितियाँ क्रमश: ? और 0 है। रा (0 (ए+ 80) 


मान लीजिए ए और ए+8५;० और ,0 बिंदुओं पर 
बेग हैं। अत: समय अंतराल & में,89 वेग में उत्पन्न 
परिवर्तन है (आकृति 6.4)। अतः परिभाषा के 
अनुसार, बिंदु ? पर त्वरण निम्न प्रकार होता है : 


| 95५ बधए 
8-२0 09. दा 





2 आकृति 46,4 
दे न 
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यदि समय 7 पर बिंदु ? की स्थिति सदिश # है, तो ए-“-. और स् ध् () 


यदि कण एक सरल रेखा के अनुदिश गतिशील है, तो / समय पर कण को स्थिति सदिश # वेग ५ और 
त्वरण 4 सभी एक ही दिशा में है, अतः आकृति 6.3 द्वारा 


नजर ग्रे 2 
ग 7१27 जे _ ४: 
# ऋझं, ऐ हा और 65८ हु (2) 
त्वरण निम्न प्रकार से भी प्राप्त हो सकता है 
- थ॑ +ऐ .विए ०५). 4५०). 
द्व्क हर (५) रू कक | नर हि | (3) 
हल व 4 
* अतः किसी रेखा के अनुदिश गतिमाच एक कण के त्वरण को कक न या ४७---, द्वारा प्रकट किया 


जा सकता है, जहाँ दूरी ७, कण की गति की दिशा के अनुदिश ली जाती है। 


ऋणात्मक त्वरण को मदन कहते हैं। मंदन में वेग के परिमाण का हास होना (घटना) अंतर्निहित होता 
है, उदाहरणार्थ किसी गोल चक्कर पर एक कार का त्वरण उसकी गति की दिशा के विपरीत (विरुद्ध) 
कार्य करता है अथवा जब एक कण ऊर्ध्वाधर (ऊपर की ओर) फेंका जाता है तो गुरुत्वीय त्वरण ऊपर की 
ओर हो रही गति के विपरीत (प्रतिकूल) कार्य करता है। अतः दोनों ही मंदन के उदाहरण हैं। 


6.2.8 बेगों का संयोजन तथा वियोजन (८०#फ057#07॥ बडबें #९४०/४४०॥ ० एशैं०2४८७) किसी 
चलती हुई ट्रेन में दौड़ते हुए एक बालक पर विचार कीजिए। बालक एक ही समय में दो स्वतंत्र बेगों के 
प्रभाव में है -- एक वेग उसके अपने प्रयास (दौड़ने के) तथा दूसरा वेग ट्रेन की गति दूवारा। पुनः नदी में 
चलती हुई किसी नाव पर रेंगते हुए एक कीड़े पर विचार कीजिए। इस दशा में कीड़े पर तीन समकालिक 
स्वतंत्र वेग लगे हुए हैं -- पहला उसके रेंगने के द्वारा, दूसरा नाव के स्थिर जल में बेग के द्वारा और तीसरा 
नदी में पानी की गति (बहाव) के द्बारा। अतः बालक अथवा कीडे का किसी निर्देश फ्रेम के संदर्भ में, 
वास्तविक वेग उन पर लगे इन समकालिक किंतु स्वतंत्र वेगों के संयोजन दूवाश प्राप्त होता है। 


अतः यदि किसी कण पर दो या अधिक समकालिक बल कार्य कर रहे हैं तो वह एक ही समय पर 
दो या अधिक दिशाओं में नहीं चल सकता है। कण किसी निश्चित (अचर) दिशा में और किसी निश्चित 
बेग से गति करेगा। कण पर कार्यरत इस वेग को दो या अधिक वेगों का परिणामी वेग कहते हैं और प्रारंभ 
में लगे दो या अधिक वेगों को परिणामी वेग के घटक वेग कहते हैं। 
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क्योंकि दो सदिशों के योग के लिए समांतर चतुर्भुज नियम एक ज्यामितीय रचना की विधि उपलब्ध 
कराता है, इसलिए, दो बेगों के संयोजन की उपर्युक्त परिभाषा निम्न प्रकार प्रस्तुत की जा सकती है। 


बेगों का समांतर चतुर्भुज नियम यदि एक गतिमान कण के, दो समकालिक वेग हों, जो किसी बिंदु से . 
खींची गई एक' समातर चतुर्धुज की दो थुजाओं से, परिमाण और दिशा में, निरूपित होते हों, तो उनका परिणामी 


वेग उस बेग के समदुलय होता है, जो परिमाण तथा दिशा में, उस बिंदु से जाने वाले समातर चतुर्भुज के बिकर्ण 
द्वारा निरूपित होता है। 


परिणाप्ती वेग का परिभाण तथा विशा मान लीजिए कि बिंदु 0 पर स्थित एक कण के ४ और # वेग 
सदिश हैं और मान लीजिए कि उनके बीच का कोण ०७ है। तब यदि ५ परिणामी वेग है तो, 


अरे + 
५८४+४ 


मान लीजिए कि 0098 समांतर चतुर्भुज है, जिसमें 
0&5 ४,038 «7 और <&085-0० (आकृति 6.5) .. ४ 7 
तब वेग-समांतर चतुर्भुग नियम से 





लन्ड चाजे 
/ 


अब, ८028८ ५०477- «८४08 > 77-0०. 


अतः, &02८द्बारा.. प्र 
आकृति 46.5 
0८< 0५७४ +&(४ - 204. 00.0०४-20/८ * 


5 (202 + (082 + 208,08.0080 (क्योंकि 80१ 5 08, “020! 5 77 - ०) 


5 . 
अतः. ५१ >४7+/+2;४9008७ अर्थात्‌ || ८ ,धि +ए +2%०00०50 ह () 


नरे 
7 


परिणामी की दिशा के लिए, मान लीजिए कि ए [अर्थ ०८) । अर्थात्‌ ०] से कोण 0७ बनाती 
है। इस प्रकार 8020, से हमें निम्न परिणाम प्राप्त होता है : ह 


3५. (2. 


हि री ए ८ के 8४8 ?शा0 
कक आए कप 5 के उस आह + ९ पराभताब का ऋजाप अप आकर र्थात्‌ प]0 + 
00 आ(0-0)! 890  #॥(०-७)* 


(2) 


१ + 70080 
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सूत्र (() तथा (2) से क्रमशः परिणामी वेग का परिमाण और उसकी दिशा प्राप्त होती है। . 


उपर्युक्त सूत्र () और (2) द्वारा हम वेगों के संयोजन के कुछ विशेष दशाओं के फलों (परिणामों) को लिख 
सकते हैं। [ये परिणाम इस पुस्तक के अध्याय 5 के अनुच्छेद 5.3 में वर्णित बलों के परिणामी बलों के सदृश हैं। ] 


दशा। जब ह और ४ एक-दूसरे पर लंब हैं 
अ> ग हु हे है अ और कद ० 
यहाँ ८८ 3, अत: ५८ ८2 + 92 , और 797 ;[ 
दाता] तब म और # समान दिशा में हैं ह 
यहाँ ०८0, अत: ४->४+» और 8 0, अर्थात्‌ परिणामी वेग का परिमाण उसके घटकों के परिमाण के 


योग के बराबर होता है और परिणामी वेग की दिशा वही होती है जो परे और ऐ की है। इस दशा में परिणामी 
वेग का परिमाण महत्तम होता है। 


दशा ॥ जब हम और 7 विपरीत दिशाओं में हैं 
यहाँ ०7, अत: ५१ - (४-०) और 6-0 यदि ४> 9» तो ५ -४- 9 तथा ए, ४ की दिशा में होता 


है और यदि ४< 9 तो ७5/-४ तथा 0, श्र की दिशा में होता है। इन दशाओं में परिणामी वेग का परिमाण 
न्यूनतम होता है। 


दशा ॥५ जब ४ और # बराबर परिमाण के हैं 


छ 0 0 


व, 
]+ 0080 2 





यहाँ ४८४ अत; ७ (६२ +४२ + 2४2 0080 2४ ००82 » और ६809 ८ 
अत; परिणामी वेग की दिशा दो घटक वेगों के बीच के कोण को 
समद्विभाजित करती है। 


दो परस्पर लंब दिशाओं में किसी वेग के घटक वेग मान लीजिए कि 
0८ और 058 दो परस्पर लंब दिशाएँ हैं। यदि बिंदु 0 पर ७ परिमाण का वेग » | 


९, 0० से अर्थात्‌ क्षेतिज दिशा से ७ कोण पर झुका है (आकृति 6.6) , तो 
प्न्‍* ७208 ७ और ४ 5 एथ्ा 0. 5 हा च 


४] 


(24 
को वेग ए का क्रमश: क्षैतिज तथा ऊर्ध्वाधर घटक कहते हैं। आकृति १6,6 
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86.2.9 यांत्रिकी के मूलभूत नियम (#फराध्द्वार्मांदों दिकाड गैकाल्टाकामंट0) मान लीजिए कि हम 
किसी दिए गए निर्देश फ्रेम के सापेक्ष एक कण की गति का अवलोकन कर रहे हैं जिस पर एक बल 


ए कार्यरत है। हमारे मन में एक प्रश्न उठता है कि क्या बल ७ और # द्रव्यमान के कण के त्वरण द के ' 
बीच कोई संबंध है? इस जिज्ञासा का उत्तर निम्नलिखित नियम दूवाश प्राप्त होता है: 


() गति का नियम किसी मूल निर्देश फ्रेम के सापेक्ष # द्रव्यमान का एक कण, बल के प्रभाव में, 
निम्नलिखित समीकरण के अनुसार गति करता है, 


नः्क्रीक पि ह (() 


पद 


जहाँ ८ कण का / समय पर त्वरण है तथा #एक सार्वभोमिक स्थिरांक है। 
कोई निर्देश फ्रेम जो समीकरण () के संदर्भ में लागू होता है, न्यूटोनियन निर्देश फ्रेम कहलाता है। 


यदि ४ > 0, तो समीकरण (]) से, ४-0 चूंकि दे > “४ , अतः ए < अचर राशि। इस प्रकार एक कण 


जिस पर किसी बल का प्रभाव नहीं है, एक अचर (स्थिर) वेग से चलता है , अर्थात्‌ यह एक सरल रेखा 
में अचर चाल से चलता है। 


इस महत्त्वपूर्ण विशेष दशा को न्यूटन का गति का प्रथम नियम कहते हैं, जबकि उसका गति का द्वितीय 


नियम उस स्थिति (दशा) से संबंध रखता है जिसमें ह शून्य नहीं है। अतः न्यूटन के गति के प्रथम दो नियम, 
गति के नियमों के अंतर्गत आते हैं, जैसा कि ऊपर व्यक्त है। 


हम द्रव्यमान, लंबाई (दूरी), समय और बल की इकाइयों को इस प्रकार चुनते हैं जिससे £> ! होता 
है। इस प्रकार से चुनी गई इकाइयों को गरतिक ( गत्यात्मक) इकाइयाँ कहते हैं। और तब समीकरण () का 
रूप निम्नलिखित हो जाता है, 


एम (2) 
(#) क्रिया और प्रतिक्रिया का नियम जब दो कण एक दूसरे पर बल लगाते हैं, तब इन बलों के परिमाण 


समान (बराबर) होते हैं और इनकी दिशाएँ विपरीत होती हैं तथा ये बल कणों को मिलाने वाली रेखा के 
अनुदिश कार्य करते हैं। इस नियम “को बहुधा संक्षेप में निम्नलिखित प्रकार से व्यक्त करते हैं 


क्रिया और प्रतिक्रिया बराबर और विपरीत होती हैं। 
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उदाहरण | एक कण पर 5 मी /से और 20 मी/से के दो वेग एक समय पर साथ-साथ लगे हैं, जो एक 
दूसरे से 20" पर झुके हैं। परिणामी वेग का परिमाण तथा दिशा ज्ञात कीजिए। 


हल मान लीजिए कि ४८ 5 मी /से और » 20 मी/से 
मान लीजिए कि परिणामी वेग का परिमाण 9 है। अत; 
छल पी + भी + 209 ००४ ० ४7 +209 005 0६ 


२2 य3 46772 प्राउइड # ब्काउठ 


इसलिए परिणामी वेग का परिमाण 5४3 मी/से है। पुनः मान लीजिए कि परिणामी वेग, ४ की दिशा से 6 
कोण बनाता है। 


जा 
या 
पहल म न < 2-35 


अतः ४+४५००४० [5,320 [0] 


अर्थात्‌ 8ल्‍< (७0 (2४5) 


उदाहरण 2 समय ४ पर, एक क्षैतिज रेखा में चल रही किसी कण द्वारा चली गई दूरी > सेमी, 
5 477 +2/ दबारा प्राप्त होती है। कण का 70.5 सेकंड पर वेग तथा त्वरण ज्ञात कीजिए। 
हल यहाँ ४ 4 +27 


पट 
अतः समय 7पर वेग 5८9८६ न 8+2 


तथा त्वतरण />७द 5६ लो 
लत | 


जब /5 0.5 से, तो (8+2)...05 + 89८(0.5)+2 6 सेमी प्रति सेकंड 
और त्वरण 5 (8), _ ,; 5 8 सेमी प्रति से ह 


उदाहरण 3 2 किमी प्रति घंटा के वेग से बहने वाली किसी नदी के सीधे भार पक नौका ८ किमी / घ॑ के 
वेग से खेयी जा रही है। यदि नदी की चौड़ाई 300 मीटर है, तो ज्ञात कीजिए क मूल लक्ष्य बिंदु से, बहाव 
की ओर, कितने नीचे नौका दूसरे किनारे पर पहुँचेगी? 


830 गणित 
हल माना कि 08 दिशा में बह रही नदी की चौड़ाई 09 है 
(आकृति 6.7)। इसलिए 

08 - ४९! - 300 मी 


माना कि नौका मूलरूप से (प्रारंभ में) बिंदु 0 से बिदु 
98 की ओर निर्दिष्ट थी और माना कि “2300-68 परिणामी 
वेग और 08 के बीच का कोण 





287॥907 *। 
छा05--->यराज-5पप्र ता +्र ता ५८ 
6+2005890? 6 3 
05 रू कई री 
2 08 300 2 कि/घ॑ 
;. >य॑+चाड करे 305---+#-+-+-00मी 
08 3 3 3 आकृति १6.7 


अतएव मूल लक्ष्य बिंदु से, बहाव की ओर, 00 मीटर नीचे नौका दूसरे किनारे पर पहुँचेगी। 


उदाहरण 4 एक स्टीमर नदी में ऊपर की ओर (प्रवाह के विपरीत दिशा में) ८ दूरी तय करने में ४ समय 
लेता है और लौटने में ॥, समय लेता है। सिदूध कीजिए कि स्टीमर की चाल ४0, + ४)/(28,/,) है। 


हल मान लिया कि स्थिर जल में स्टीमर की चालू ४ है और नदी के जल के प्रवाह की चाल ४ है। 


अत; नदी में ऊपर की ओर, जल के प्रवाह के विपरीत, स्टीमर की वास्तविक चाल ४-9 है और लौटते 
समय उसकी वास्तविक चाल ४+# है (आकृति 6,8 और आकृति 6.9)। 


इस ब्रकार बरनानुसार 


शै. 





2 
जा या कम 2 
55 ४5०50 ०4८ थे २२८०-5० 
ऊपर की ओर गति वापसी (नीचे की ओर गति) 


आकृति १6,8 आकृति 46.9 


बम अर्थात्‌ हर ह 
शा के अप है... ५ ४ ९3 





४ ३, डर 
गा अर्थात्‌ #+#- वि (2) 
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() और (2) को जोड़ने पर, 


४ ह स्थिर पानी में स्टीमर की चाल गा न है] नर 40४४2) 


उदाहरण 5 एक जलयान, 5 किमी प्रति घंटे की चाल से, पूर्व दिशा में यात्रा कर रहा है और किसी बिंदु 
से होकर दोपहर 2 बजे गुजरता है; एक दूसरा जलयान, उत्तर दिशा में समान चाल से यात्रा कर रहा है और 
उसी बिंदु से होकर अपराहन .30 बजे गुजरता है। कितने बजे दोनों जलयान परस्पर सबसे अधिक निकट 
होंगे और उस समय उनके बीच की दूरी कितनी होगी? ै उत्तर 


हल मान लिया कि 0 वह निश्चित (स्थिर) बिंदु है, जिससे 
होकर पहला जलयान दोपहर ॥2 बजे और दूसरा जलयान 
अपराहन .30 बजे गुजरते हैं। मान लिया कि ], और ७ 






क्रमशः पहले तथा दूसरे जलयानों के यात्रा आरंभ करने वाले का जलबा न कप 
स्थान हैं। मान लिया कि दोपहर 2 बजे दूसरा जलयान / पर 

है। इस प्रकार #0 55 » .5 5 22.5 किमी। मान लिया कि -.. फए 

किसी समय / (घंटा) पर पहला जलयान 0 पर, बढ़ाई गई हर 

[7,0 के अनुदिश (पूर्व दिशा की ओर) और दूसरा जलयान ? ह । 

पर,|/0 के अनुदिश (उत्तर की ओर) हैं तथा मान लिया कि द्वितीय अलेगान 

९0-७४ और समय # घंटे दोपहर बाद (आकृति 6.0)। आकृति १6,0 


तब 07 + 0& - 57 5 (22.5 -50) और 00 5 5/ 
द 2 
अतः ९0१«४२« 07? + 00? 5 5* (| - | +[5/) 


9.3 
न्‍ः ( 9 > 2.> ./+# +77 | 


शी हर गा 
के 205४ ना *ह। मन 2 -] डे 


832 गणित 


! 


क्योंकि किसी संख्या का वर्ग ऋणात्मक नहीं हो सकता है, अत: इसका न्यूनतम मान शून्य होता है। 


अत््‌व 


£ 
४ का मान न्यूनतम तब होगा, जब #- पर 0, अर्थात्‌ 7₹ 2. घंटा और उस मसय 
४5 ७४2.5. गा व ४४.5. ल्‍ ]5.9 किमी (निकट्तम) 


छश्नावली 86.॥ 


एक मनुष्य उत्तर पूर्व दिशा में.3 किमी की दूरी 6 किमी प्रति घंटे की दर से और फिर दक्षिण पूर्व दिशा में 4 किमी 
की दूरी 2 किमी प्रति घंटे की दर से चलता है। पूरी यात्रा के लिए मनुष्य की औसत चाल ज्ञात कीजिए। 


यदि किसी सतिमान कण दूवारा £ सेकंड में चली गई दूरी ४5 2/ -9%?+57+8 से प्राप्त होती है। ज्ञात 
कीजिए कि कण का त्वरण कब शून्य होगा। उस क्षण कण का वेग भी ज्ञात कौजिए। 

एक कार 30 मी प्रति से के वेग से चल रही है और कोई व्यक्ति कार के फर्श पर एक गेंद को, कार की गति 
के दिशा के लंबवतू ॥0 मी प्रति से के वेग से लुढ्काता है। गेंद का परिणामी बेग ज्ञात कीजिए। 

एक कण 7 मी प्रति से 8 मी प्रति से और !3 मी प्रति से के तीन समकालिक वेगों के प्रभाव में विरामावस्था 
में है। दो छोटे वेगों की दिशाओं के बीच का कोण ज्ञात कीजिए। 

एक मनुष्य किसी नौका को एक नदी के सीधे ऊपर, / समय में खेता है और प्रवाह के विपरीत ऊपर की 
ओर समान दूरी प'समय में खेता है। सिद्ध कीजिए कि नौका की शांत जल में चाल और जल प्रवाह की चाल 
के बीच (४ ४ ) : (2 + ) का अनुपात है। 

किसी बहती नदी को एक मनुष्य / समय में नौका पर पार करता है और नीचे की ओर प्रवाह की दिशा में 
समान दूरी; समय में तय करता है। यदि स्थिर जल में मनुष्य का वेग ४ हो, और नदी के प्रवाह का वेग ४ 
हों, तो दर्शाइए कि ॥ :॥2 5 ४४५ ४: ५४-४७ 


.. एक कण परिमाण 4, 3, 2 और । के समकालिक वेगों के प्रभाव में है; प्रथम और द्वितीय के मध्य 30९ का 


कोण है तथा दूवित्तीय और तृतीय के मध्य 90" का कोण है तथा तृतीय और चतुर्थ के बीच 20" का कोण 
है; इन वेगों का परिणामी वेग ज्ञात कौजिए। 


4 किमी / घ॑ की दर से चलने वाले एक मनुष्य को वर्षा की बूँदें ऊर्ध्वाधर दिशा में गिरती हुई प्रतीत होती हैं। 


यदि वर्षा का वास्तविक वेग 8 किमी / घ॑ प्रति घंटा है तो वर्षा की वास्तविक दिशा ज्ञात कीजिए। 


एक ध्वंसक, 24 किमी प्रति घंटा की दर से उत्तर दिशा की ओर पानी में चलते हुए, किसी समुद्री वायुयान वाहक 
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को अपने पूर्व की ओर 76 किमी की दूरी पर देखता है, जो पश्चिम दिशा की ओर 32 किमी प्रति घंटा की दर 
से घल रहा है। कितने समय के पश्चातू वे परस्पर न्यूनतम दूरी पर हैं और यह न्यूनतम दूरी कितनी है? 
0, दो जलयान, प्रत्येक 45 किमी / घ॑ के वेग से चलते हुए, एक 9 किमी / घ॑ के वेग से प्रवाहित .5 किमी चौड़ी 
नदी को पार करते हैं। एक जलयान न्यूनतम दूरी वाले पथ से और दूसरा जलयान न्यूनतम समय में नदी को 
पार करते हैं। यदि दोनों जलयान एक साथ चलना प्रारंभ करते हैं, तो नदी के दूसरे किनारे पर उनके पहुँचने 
के समयों के बीच का अंतराल ज्ञात कीजिए। 
6.3 कण की सरल रेखीय गति (रश्लापराश्यल एब्रलांलर ०४०४) 


अब हम, एक सरल रेखा में गतिमान एक कण पर गति के नियमों के अनुप्रयोगों पर विचार करेंगे। दो 
महत्त्वपूर्ण अनुप्रयोग नीचे दिए गए हैं : 


6) जब कण किसी क्षेतिज समतल पर एक सरल रेखा में अचर त्वरण से गति करता है और 
(/) जब कण ऊर्ध्वाधर समतल में गुरुत्व के अधीन गति करता है। 


6.3,8 अचर »/ समान त्वरण के अधीन किसी कण की एक सरल रेखा में गति (080#09# ०० 
एक्मावंलंह के व डीचांडाप फिर,शंधी 20फडादाव / फाइल बटटराशशव्रहंठक) मान लिया कि अचर परिमाण 
# का एक कण एक सरल रेखा में अचर त्वरण से चल रहा है। मान लिया कि 0 सरल रेखा पर एक स्थिर 
(अचर) बिंवु है। मान लिया कि समय # पर कण की स्थिति ? है और 07>< पुनः मान लिया कि ४ 
और ४ क्रमशः # समय पर, 07 की दिशा में वृद्धि करते हुए कण के वेग और अचर त्वरण को निरूपित 
करते हैं (आकृत्ति 6.)॥ 


द्र्न्ध 
न ४. बे 0 | अमर 
अतः. /#< और ८5 <, कक आओजसससक कक्ॉ्नण, 
॥: 23 +>्उन्‍्स् 
तथा हद और 82 आकृति 48.47 
 # 48 के पडा कस गाय ल|भू )॥/ ४7 
6 7 क्राबा 4 कर ्कृ 


बाद वाला सूत्र उस दशा में विशेष उपयोगी होता है जब वेग और दूरी के बीच संबंध दिया हो। 
क्योंकि हम अचर त्वरण के आधीन गति पर विचार कर रहे हैं, अतः 
वे 2 ४ हु 
हर 4, एक अचर राशि () 


£ के सापेक्ष समाकलन करने पर, हमें प्राप्त होता है कि 


/+ 2. 
एव मद 
त्राः * 
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तथा कफ न +2/ + 3, ह 

जहाँ & और 9 स्वेच्छ अचर हैं 

मान लिया कि ४50 पर ४50 और 9४, तब (2) और (3) दवारा 
४0+ 2 और 050+0+98 

अत; सूत्र (2) और (3) निम्नलिखित रूप ले लेते हैं 


छ्न््प््नध्धा 


] 
चूहा ना दा न्‍ 
2 
पुन; त्वरण के लिए निम्नलिखित सूत्र के प्रयोग दूवारा » न चत्ध 
जे 


| 4 ८ (एक स्थिरांक) 
व; 


» के सापेक्ष समाकलन करने पर 
॒ 9? ८ 24:+८ , जहाँ ८ एक स्वेच्छ अचर है। 
अब /50 पर »50,/ ४5४, अतः (6) द्वारा 
४ ८ 0+८ 
अतः ४92 -६ ४7 +2495 
सूत्र (4), (5) और (7) कण की गति को वर्णित करने वाले समीकरण हैं। 
शुश्ञा | विरामावस्था से समान त्वरण के अधीन गति 


यहाँ 70 पर ४0, अतः गति को वर्णित करने वाले सूत्र (4), (5) और (7) निम्न प्रकार .होंगे : 


ए्च्दधा; 
4 2 
ना जद - 
हि है 


और ७92 - 2६7 


(3) 


(4) 
(5) 


(0) 


(0), 


(8) 
(9) 
(0) 
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चशा 2 किसी समय अंतराल में औसत वेग 


यदि /50 पर एक कण प्रारंभिक वेग ४ से अचर त्वरण के आधीन चलता है, तो समय ४ पर बेग » नीचे 
दिए सूत्र के अनुसार होता है। 


५822 [सूत्र (4) से ] 


कण प्र+प्र+दां ] 
अत: औसत वेग पटल लि ललन रा: कक की 7 


छा 3 #वें सेकंड में चली दूरी 
मान लिया कि # सेकंड के अंत में 0 से ? की दूरी », दवारा निरूपित होती है। 
तब समीकरण (5) से 


डे, ता प्रत्ा +॑ वह और &,..] ;्(्‌श हे ])+ ् जछ 7 


अत; # वें सेकंड ॥ के ड में चली ए | दूरी | हक 7 %-] 
3 2 तब | जल रे न है बन + रे 
घन. जा ने 2 प्रा 4 (!! !) 2 धर ( प्र । ग्र ठ | धर 


उहएएज 6 72 किमी प्रति घं की दर से वाहन चलाते हुए एक ट्रक चालक को 00 मीटर आगे लाल बत्ती 
दिखाई देती है। वह ट्रक रोकने के लिए तुरंत ब्रेक लगाता है। समान मंदन के अधीन. ट्रक के वेग में लगातार 
मंदन होता है और यह लाल बत्ती के निकट ठीक लाल रेखा पर रुक जाता है। ट्रक रोकने में चालक को 
कितना समय लगा? | 


पप्त यहाँ प्रारंभिक वेग 5४७72 किमी / घं 5 20 मी / से 
मान लिया कि मंदन ८ मी / से? है। क्योंकि ट्रक 00 मीटर की दूरी चल कर रुक जाती है, इसलिए 
४० ४४? -- 2६8 
या 02-20? - 242<00 या 6₹ 2मी / से? 
मान लिया कि ट्रक रुकने में / सेकंड का समय लेता है। तब 
४ -४४- ८ या 0520 - 27 ह 


या #5 0 सेकंड 
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उदाहरण 7 समान त्वरण के प्रभाव में चल रहा एक कण ॥0 वें सेकंड में 600 मीटर और 2 वें सेकंड 
में 720 मीटर की दूरियाँ तय करता है। कण का प्रारंभिक वेग ज्ञात कौजिए। 


हल मान लिया कि प्रारंभिक वेग & मी / से जी त्वरण ८ मी / से” है। तब 


20 मर 60059 ४ + हू (2%<]0-)5600, या, #+ न 45 600 (0) 


और अपन 554: प्र ५2-) # 720, या, ४+ ध् - 720 (2) 
() और (2) से, 26 5 20, या ८ 5 60 मी / से 
४ के इस मान को समीकरण () में रखने से 
गे स्जि 60- 600 , या, ४ + 570 5 600, या, ४5 30 मी / से 
उदाहरण 8 एक रेलगाड़ी, जो 60 किमी प्रति घंटे की दर से चल रही है, समान मंदन के अधीन 3 मिनट 


में रोकी जाती है। मंदन ज्ञात कीजिए तथा वह दूरी भी ज्ञात कीजिए जो रेलगाड़ी विश्राम में आने से पूर्व 
चलती है। - 


रकम ज्रारँ » 609>:000 50 
हल यहाँ प्रारंभिक वेग ४60 किमी प्रति घंच “7777 5“: मी/से 
. 60%60 3 


मान लिया कि रेलगाड़ी का त्वरण 6 है। यह दिया है कि /53 मिनट ]80 सेकंड, जिसमें दर मी/ से 
के वेग को समाप्त कर दिया जाता है। अत: ४५50 जब ४७ ग् और 75 80, अतः 


05 ना नाथ (! 8 0), (क्योंकि 9-8 + धई |, 


हि ह 
शा (२7 अदा कक, 2 
या ध का मी/से' 


यहाँ ८ का मान ऋण है क्योंकि यह मंदन है। 
मान लिया कि विरामावस्था में आने से पूर्व रेलगाड़ी दूरी तय करती है। अतः 
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हि ह ह 

अर्थात्‌ »₹ 500 मी 

उदाहरण 9 एक कण एक सरल रेखा में समान त्वरण से चलता है तथा ॥,४, और ॥ , पर इसकी मूल बिंदु 

0 (आवश्यक नहीं कि यह 750 पर कण की स्थिति हो) से दूरियाँ क्रमशः ८, ८, और ०,, हैं। सिद्ध 

कीजिए कि यदि ॥, ४,, /; एक समांतर॑ श्रेढ़ी में हों, जिसका सर्वान्तर 4 है. और 4,, ४८, और 4, गुणोत्तर 
० -/बो' । 

श्रेढ़ी में हों, तो त्वरण ((ग-४०) 


हल मान लिया कि कण किसी बिंदु & से चलना प्रारंभ करता है, जहाँ & की मूल बिंदु 0 से दूरी ०८ 
है और तब कण का प्रारंभिक वेग ४ है। मान लिया कि कण का समान त्वरण ८ है। तब ' 


| # 0: + +यरव्म - [ क्यंक खर्चा फ्तूकी +७ जबकि /-0, £ रू ० 
] 2 
4, +0०८+ ४2 कर आ 


] 
धर ७६ + (2 न गर्व ध4 2 


क्योंकि ॥, /,, /, समांतर श्रेढ़ी में हैं, अतः ॥+7; 20 ,« और ४ को विलुप्त करने पर हमें प्राप्त होता 
है कि 


हे 


2(४। +४3 -24: ) 


या ध्चः 
[0 #78%2/2 | हे 

किंतु 4॥,.72,45 गुणोत्तर श्रेढ़ी में हैं, अतः 4, + ,बिव3 

अतएव ४|+ब; -24, >4|+4; -2:/4४; 5 (२ “(०५ ) | (2) 


यह भी दिया है कि ॥,/2,/ सर्वातर ८ वाले समांतर श्रेढ़ी में हैं। अतः 
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7+2-22 (६ -2)+(8-2) 
न्‍ू पथ [॥+2)+ ८ (58 +/2) 


न्वे( -7)- 4.24 24 ढ (3) 
समीकरण (]), (2) और (3) द्वारा 


(/ग-४ग) (४१-४०) 
2५ का 
उदाहरण 0 दो कारें एक दोड़ में भाग लेने के लिए प्रारंभिक वेग ४ तथा » से चलना शुरू करती हैं। 
वे एक सरल रेखा में अचर त्वरण क्रमश; ७ तथा 3 के अधीन चलती हैं। यदि दौड़ बराबरी पर समाप्त होती 
हैं, तो सिद्ध कीजिए कि दौड़ प्रतियोगिता के पथ की .लंबाई 


26 ५) ४०.) 
(७ 5) है। 


हल मान लिया कि £ समय में प्रत्येक कार द्वारा चली गई दूरी « है। जिस बिंदु से दूरियाँ नापी जाती हैं 
उसे प्रतियोगिता के प्रारंभ होने का बिंदु मानने पर, प्रश्नानुसार 


].5 5 ; 
सन्ह्ां न ++ 06४ 
2 2 (!) 
और अनचणा+ न (2) 
रे । || डे 
और थाकर की 5» + नरक या (४० ७.४७ 7 (9-०). 
अतः ' यातो/50 ह 
. अथवा धन हे (750 प्रतियोगिता प्रारंभ होने का समय) | (3) 


हि (।) और (3) से 
४.2(४- ४) रु ] छत 9 न 2(४- ० [४(8- ७०) + ०८४-७)] 
0-० 2 फन्णोें (8-०० 


_ 2(८-४) ६१-००) 
ढक 


4 
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गशनालती ॥6,2 
एक पिंड का किसी क्षण (समय) पर वेग 25 मी / से है। इस क्षण से 0 सेकंड पश्चात्‌ वेग बढ़कर 55 मी / से 
हो जाता है। यदि वेग समान रूप से बढ़ता है, तो पिंड द्वारा चली गई दूरी ज्ञात कीजिए। 


किसी समय ८ पर, एक सरल रेखा में गतिमान कण द्वारा चली गई दूरी « समीकरण «47 - 2/से प्राप्त 
होती है समय /*.5 से पर कण का वेग और त्वरण ज्ञात कीजिए। 


एक कण ॥0 सेमी / से के वेग से चलना प्रारंभ करता है और 30 सेकंड में 50 सेमी की दूरी तय करता है। 
कण का मंदन ज्ञात कीजिए। 
समान त्वरण के अधीन गतिमान एक कार टेलीफोन के दो खंभों से क्रमशः 0 किमी / घं और 20 किमी / घं 


के वेगों से होकर गुजरती है। कार के उस समय का वेग ज्ञात कीजिए जब वह दोनों खंभों के ठीक 
भध्य में है। 


एक बिंदु समान त्वरण से एक सरल रेखा में चलता है और उत्तरोत्तर ॥ और ४, सेकंड के अंतरालों में क्रमशः 


2( ४) 


४८ भीटर और &मीटर की दूरियाँ तय करता है। सिद्ध कीजिए कि त्वरण 77 है + 9) 


है। यह भी सिद्ध कीजिए 
कि यदि बिंदु ॥,/2,/, अंतरालों में समान दूरियाँ तय करता है, तो 


] 4 |_] 3 


बा न नी 3 मम 


यदि एक कण के सरल रेखीय गति में समय अं और स्थिति (दूरी) », समीकरण ४5८४? +&:४+८ , संतुष्ट करते 
हैं, जहाँ ८, 8, ० दिए हुए स्थिरांक है, तो सिदूध कीजिए कि. | 


06) स्थिति पर वेग (2&:+४2)7 है। 


(0) त्वरण, गति की दिशा में किसी स्थिर बिंदु से कण की दूरी के घन के व्युत्क्रमानुपाती हैं। स्थिर बिंदु की 


स्थिति भी ज्ञात कीजिए। 


यदि समान त्वरण के अधीन गतिमान एक बिंदु के, समय 8॥,४2,/3, पर, निर्देशांक क्रमश: >,४2,»3 हैं, 


2[(>2 -733) ॥+ (33 “>3) ४2 + ((-22) /3| 


तो सिद्ध कीजिए कि त्वरण . (82-23) (3-7) (8-2४2) 


” सिद्ध कीजिए कि एक सरल रेखा में गतिमान किसी कण पर समान रूप से कार्यरत त्वरण 6 समीकरण 


क& न लक में ४ 
ध्ल्2 हि कर 7 +/), द्वारा प्राप्त-होता है, जहाँ & और &' क्रमश: # और ४' सेकंड में कण द्वारा चली 
गई दूरियाँ हैं। 
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9. 50 मीटर की दूरी चलने के दौरान एक रेलगाड़ी की चाल 36 किमी / थ॑ से घट कर 9 किमी / घं॑ रह जाती 
: है। यदि मंदन समान है, तो ज्ञात कीजिए कि रुकने से पूर्व रेलगाड़ी कितनी दूरी और तय करती है। 


0. दो कण ? और ८ बिंदु & से प्रारंभ कर सरल रेखा ४8 पर चलते हैं। ? का वेग & और त्वरण & तथा 0 


, का वेग ४' और त्वरण ८' है। यदि «9 के मध्य बिंदु पर 7 और 0, दोनों के वेग समान हैं, तो सिदूध कीजिए 
कि 





चना ॥ 
6.3.2 गुरुत्व के अधीन एक कण की गति (४४०89# थी व फक्साटेट प्रअध्ंश' 72४39) यदि हम एक 
पिंड को स्वतंत्र रूप में गिरने दें, तो यह ऊर्ध्वाधरत: नीचे की ओर एक अचर त्वरण के अधीन गति करता ' 
है, जिसे हम गुरुत्वीय त्वरण कहते हैं और जो प्रतीक & से निरूपित किया जाता है। & का मान 98] सेमी 
प्रति से! या 9.8 मी/से? होता है। इसी प्रकार यदि एक पिंड ऊर्ध्वाधरतः ऊपर की ओर फेंका जाता है, तो 


वह ऊर्ध्वाधर तल में एक सरल रेखा में. अचर मंदन ४ के अधीन गति करता है। अब हम इन सरल रेखीय ह 
गतियों का अध्ययन करेंगे। 


6.3.3 स्वतंत्र रूप से किसी बिंदु से गिरने वाले कण की गुरुत्व के अधीन नीचे की ओर गति 
(॥40/0॥ ९ & क॒ुब्ब#/#टाट विाफ्रह हटाए /0०म॥ रा व कुछांडई >>. #ए#माशब'दे काठा/#0०म 
प्रधधं/' 87०0४9) मान लीजिए कि 0 वह बिंदु है जिससे कण स्वतंत्र रूप से मिरता है और 
किसी समय (क्षण) / पर कण की स्थिति 7 है, इस प्रकार कि 075», अब गति, किसी 
ऊर्ध्वाधर तल में एक सरल रेखा के अनुदिश होती है। कण अचर गुरुत्वीय त्वरण & के 
अधीन नीचे गिर रहा है। मान लीजिए कि », बिंदु ए पर कण का वेग निरूपित करता है 
(आकृति 6.2)। तब हमें प्राप्त होता है कि । 


चू७ और £< ४ एक स्थिरांक 


परे ध्रए ।[ व पी? 
इसके अतिरिक्त & हे 0] श 


*०<-४ “>> 


हर 


। | 2 आकुत्ति 6.2 
"धर स्थिरांक ह कं को * 
इस प्रकार हो 8, एक स्थिरांक | (।) 
के सापेक्ष समाकलन करने पर 
पं ि 
इस प्रकार शक“ 387+2५ एक स्थिरांक द ह (2) 


और | है पलक न + ८2४४ + सह (3) 
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सूत्र ([) को निम्न रूप में भी लिख सकते हैं 


हि 


» के सापेक्ष समाकलन करने पर 
शेर 5 282:+0! 5 | (4) 


उपर्युक्त संबंध (2), (3) और (4) में , 8, ० स्वेच्छ अचर हैं, जिनके मान प्रारंभिक प्रतिबंधों द्वारा 
निर्धारित होते हैं। हमें ज्ञात है कि प्रारंभ में 


४50, ४50 और ४७४0 
अतः (2), (3) और (4) से 

050+ 4, 050+0+ 98 और 05८0+0 
अतः समीकरण (2), (3) और (4) से हमें प्राप्त होता है : 


५४7; े (5) 
। ४ ः 
नः्न-2[ «५ ( 
#च्जुडा ; ः । 6) 
और ५ 286 | (7) : 


संबंध (5), (6) और (7) गुरुत्व के अधीन स्वंतत्र रूप से गिर रहे एक कण की गति के समीकरण हैं। 
6,344 ऊर्ध्वाधरत: ऊपर की ओर फेंके गए एक कण की गति (घ्र०80# ण वर फद्ाटार ए/गांह्टांटव 
#ढ7४ं2०/8 बफ्ाश८7४४) मान लिया कि कण बिंदु 0 से ऊपर की ओर फेंका जाता है। 0 को. मूल बिंदु 
तथा 0% को 0 से वह ऊर्ध्वांधर दिशा मान लिया, जिसके अनुदिश कण ऊपर की ओर फेंका गया है 
(आकृति 6.3)। मान लिया कि प्रारंभिक (मूल) प्रतिबंध निम्नलिखित हैं : 
४०0 पर ४0, ० 
? ब्रा 
इस दशा में कण का त्वरण -& है। 


हक दि अंक 
अतः. (9 + “5, जहाँ & एक स्थिरांक है। 


# के सापेक्ष समाकलन करने पर 


] न्‍ 
प नि कसण्णहा+त6ी, अत“ हर 8 + २ + छि 
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ञ 
५ धंः हि 
त्वरण के लिए व्यंजक »..: के प्रयोग दूवारा । | 
ध; ह्ण्ड ॒ कहे की 
४ के सापेक्ष समाकलन करने पर ह हज] 
है गज -285 न (्ट ॥ न्‍ हल. 
हर - 6 
प्रारंभिक प्रतिबंधों द्वारा & "४, 8:50 और ८, >#४* 'क्ात्ष 48.9 
अतः छश्ल्प्-+टा छ् * (]) 
 आ 
ख्रल्प्रॉ->ट्ा * (2) 
और ए7 ४7-28: ह रा | (3) 


जब कण के किसी स्थिर बिंदु से, प्रारंभिक वेग ४ दूवारां ऊपर की ओर फेंका जाता है, तो उसकी गति 
समीकरण (), (2) और (3) द्वारा नियंत्रित होती है। 


मो 


बजा | सूत्र (!) से, जब ५८0, तब #5 है और सूत्र (3) से जब ४0, तो 


2 
अत: कण दवारा उच्चतम बिंदु पर पहुँचने में लंगा समय । ] है और उच्चतम बिंदु की ऊँचाई है 


2 | प्रा 
छशा 2 समीकरण (2) से /5 रे पर ४50, / का अन्य मान शून्य हे जिस समय पर कण प्रारंभिक स्थिति 


में होता है। इस प्रकार प्रारंभिक बेग ४ के साथ यदि एक कण प्रक्षेपित किया जाता है तो समय के बाद 


कण उस बिंदु पर लौट आता है, जहाँ से उसे प्रारंभ में फेंका गंया था, जो उच्चतम बिंदु पर पहुँचने में लगे 
समय का दुगना है। 


दशा 3 समीकरण (2) में ४८४ रखने पर हमें अग्रलिखित समीकरण प्राप्त होता है : 
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! 8.2 
| 54 2४ 7 -॥४8+/४८ 0 


जो कि / में एक द्विघात समीकरण है। इस समीकरण के मूल वास्तविक होंगे यदि ४2 > 28%, अर्थात्‌ 


28 


अतः यदि हम प्रक्षेपण रेखा के एक ऐसे बिंदु पर विचार करें, जिसकी ऊँचाई कण द्वारा ग्राप्प अधिकतम 
ऊँचाई से कम है, तो कण इस बिंदु से होकर दो बार गुजरता है - प्रथम ऊपर की ओर जाते समय और दूवितीय 
मीचे की ओर गिरते समय। 


शश। | # ऊँचाई पर कण के वेग पर विचार कीजिए। 


४ ८४४१ -28/# 


हु 
इस समीकरण से » के दो समान और विपरीत मान प्राप्त होंगे, यदि #< हा , अतः कण # ऊँचाई पर स्थित 


बिंदु से होकर दो बार समान गति से, गुजरेगा, एक बार ऊपर की ओर की गति के समय और दूसरी बार 
नीचे की ओर की गति के समय। 


उदाहरण 8 एक पिंड ऊर्ध्वाधरत: ऊपर की ओर 80 मी / से के वेग से फेंका जाता है। यह ज्ञात कीजिए 
कि (0) पिंड कितनी ऊँचाई तक जाता है? और () पिंड प्रक्षेप बिंदु से 95 मीटर की ऊँचाई पर किस समय 
में पहुँचेगा? 


इल्त () यदि पिंड दूवारा प्राप्प अधिकतम ऊँचाई » हो, तो सूत्र ४” ७४? -28» से जहाँ ४२80 मी/से और 
०50, हमें निम्न परिणाम प्राप्त होता है, 





तल 6000 > 
080 <80-2.09.8)<> अतः #च्लयूठु मी 


() 96 मी की ऊँचाई पर पहुँचने के लिए समय ज्ञात करने के लिए हम समीकरण 
रू 2 - ठ् 8/* का प्रयोग करते हैं, । 


जहाँ 96 मी, ४ 5 80 मी/से, ४ 5 9.8 मी/सेः 


;क्‍ 
अत; 96 5 80 १ - 7१0) /ध, या 4.9 /४- 80 /+ 9650 
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80+ (80) - 4)८4.9)296 40 + (40) -4.93८96 हक 
५५ ७ 2त््ब 05 439 । 
उदाहरण 2 एक पिंड ऊर्ध्वाधरत: ऊपर की ओर ४ वेग से फेंका जाता है, # समय पश्चात्‌ एक अन्य पिंड 


उसी प्रक्षेप बिंदु से ऊर्ध्वाधरत: ऊपर की ओर »वेग से फेंका जाता है, जहाँ »< &४। यदि वे जितना शीघ्र 
संभव हो उतना शीघ्र मिलते हैं, तो सिद्ध कीजिए कि 


४-४+ ४८2 - ४ 
ह हू 
हल भान लिया कि दूसरे पिंड के प्रक्षेपण के ग' समय बाद, दोनों पिंड # ऊँचाई पर मिलते हैं तब प्रश्नानुसार, 


बस 


] (++7' 
पर #(४+7)-2 8 (/+ 7) () 
त्‌ः ] 
और हल्शीनउ्डी (2) 
[ पु"? > श' ] रा 
अतः ४ (४+7)- 7 8 (/+ 7) खाक 
अर्थात्‌ 877 +2/(&7-४)+2(/-४)7७ 0 (3) 


क्योंकि "' का मान न्यूनतम है इसलिए # का मान भी न्यूनतम है। अत: समीकरण (2) से 


28 0 या 05५9-६7, अतः पए८- (५4) 
हि 8 । 


समीकरण (3) और (4) से 


| 87 -28/(0-५ )-2४४-५)5० 


(४-०)+ऑ -छ _ 
अत; [# +-77---, जहाँ ऋण चिहन को अस्वीकार करना पड़ेगा क्योंकि उससे # का मान ऋण 


आता है। 


उवाहरण |3 एक पत्थर को किसी कुएँ में गिराया जाता है और छपाक की ध्वनि 4 सेकंड बाद सुनाई देती 
है। ध्वनि के वेग को 340 मी/से मानकर, कुएँ की गहराई निर्धारित कीजिए। 
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हल मान लिया कि कुएँ की गहराई # मीटर है और पत्थर द्वारा पानी के तल पर पहुँचने में / सेकंड 
लगते हैं। हमें ज्ञात है कि पत्थर द्वारा पानी के तल तक पहुँचने में तथा छपाके की ध्वनि के कुएँ के शिखर 
तक पहुँचने में कुल 4 सेकंड का समय लगता है। अतः ध्वनि को # मीटर की दूरी तय करने में (4-४) 


सेकंड का समय लगता है। 


पत्थर की ऊध्वाधिर नीचे की गति पर विचार करने से, समंय ४ में दूरी # नीचे दिए सूत्र से प्राप्त होती है। 


| कद न 8४7 (क्योंकि प्रारंभिक वेग शून्य है) 


न 209:8) # >4.9/* 


यदि हम ध्वनि की गति को समान मान लें, तो 
॥5 340 < (4-४7) 5 360 - 340 7 
() और (2) से 


4.97 5360-340 , अर्थात्‌ 4.9 +340/-360<0 


अतः कस पल अल ला 2 


इसलिए (]) से, # 5 4.97 ८ (4.9) (3.79) «70.38 मी लगभग 


प्रश्नावली !6.3 
8, एक गेंद 30 मी/से के बेग से ऊध्वाधरतःऊपर की ओर फेंकी जाती है 
0) गेंद कितनी ऊँचाई तक जाती है? 
(४) उच्चतम बिंदु तक पहुँचने में गेंद कितना समय लेती है? 
(0॥) 2 सेकंड के उपरांत. (प्रक्षेपण के) गेंद कितने वेग से चलती है? 
(४) गेंद धरातल पर लौट कर कितने वेग से आती है? 


() 


(2) 


-340 5: 377.]7 


9.8 


४. 200 मीटर ऊँची एक मीनार से एक कण गिराया जाता है और उसी समय एक अन्य कण मीनार के आधार 
(तल) से ऊर्ध्वाधरत: ऊपर की ओर फेंका जाता है, जिससे वह पहले कण से 56 मीटर की ऊँचाई पर मिलता 


है दूसरे कण का प्रक्षेप बेग ज्ञात कीजिए। 
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, एक पत्थर को किसी मकान की छत से गिराया जाता है. और यह एक 6 मीटर ऊँची खिड़की को ् सेकंड 


ल्‍्मे पार करता है; मकान की खिड़की से ऊपर की ऊँचाई ज्ञात कीजिए। (8770 मी/सेः मानिए ) 


« किसी मीनार के शिखर से एक कण स्वतंत्रतापूर्वक गिरता है और'अंतिम 2 सेकंडों में यह कण मीनार की कुल 


वें 
ऊँचाई के ०] भाग के बराबर दूरी तय करता है। मीनार की ऊँचाई ज्ञात कीजिए। 


, नीचे की ओर गिरता हुआ एक कण, अपनी गति के अंतिम सेकंड में 5886 सेमी की दूरी तय करता है। वह 


ऊँचाई ज्ञात कीजिए, जिससे कण गिरना प्रारंभ करता है, और उसके गति का कुल समय अवरोहण काल भी 
ज्ञात कीजिए। . 


, एक कण ऊर्थ्वाधरत: ऊपर की ओर ४ मी/से के बेग से फेंका जाता है और ४ सेकंड के बाद एक अन्य कण 


उसी बिंदु से और उसी (समान) वेग से ऊपर की ओर. प्रक्षिप्त जाता है। सिद्ध कीजिए कि प्रारंभ से 


2 _ 22 
हर + 2 |सिकंड बाद दोनों कण बे मी की ऊँचाई पर परस्पर मिलते हैं। 
| ह 


, एक मीनार के शिखर से दो गेंदों की एक साथ (समकालिक) समान वेग से प्रक्षिप्त किया जाता है, एक को 


ऊर्ध्वाधरत; ऊपर की ओर दूसरी को ऊर्ध्वाधरतः नीचे की ओर। यदि गेंदें धरातल पर क्रमशः #॥,/५ समय पर 
पहुँचती हैं, तो दर्शाइए कि यदि दोनों को मीनार के शिखर से केवल स्वतंत्रतापूर्वक गिराया जाए, तो प्रत्येक 
धरातल पर पहुँचने में (४.४2 समय लेंगे। 


, किसी मीनार के शिखर से स्वतंत्रतापूर्वक गिरता हुआ एक कण, जब » मीटर की दूरी चल लेता है, उस समय 


शिखर से »मीटर नीचे स्थित एक बिंदु से, एक अन्य कण स्वतंत्रतापूर्वक गिरना प्रारंभ करता है। यदि दोनों कण 


थे 
धरातल पर एक साथ पहुँचते हैं, तो दर्शाइए कि मीनार की ऊँचाई 0 मी है। 
8 


, एक ऊर्ध्वाधर रेखा में ७, 8, 0 और 7 बिंदु इस प्रकार है कि &8 580 < (४0, यदि एक पिंड बिंदु & से 


वि्ममावस्था में स्वतंत्रतापूर्वक गिरता है, तो सिदूध कीजिए कि ७8,80९: और (0 दूरियाँ तय करने का अवरोहण 
काल [:./2-:./3 -./2 के अनुपात में है। 


6.5 प्रक्षेप्त की गति (९7७४०घ६७ ४४०४फ) ु ह 
पिछले अनुच्छेद में जिन समस्याओं (प्रश्नों) पर विचर किया गया है, वे एकविमीय थे। अनुच्छेद 6.3.2 में 
हमने, विशेष रूप से, पृथ्वी के गुरुत्व क्षेत्र में ऊपर की ओर प्रक्षिप्त, एक कण की गति पर विचोर किया 


था। हम अब, न्यूटन के गति के नियमों का विस्तार एक कण के द्विमीय गति पर करेंगे (अर्थात्‌ प्रक्षेप्य 
की गति)। 
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यदि एक पिंड, किसी बिदु से आकाश में क्षेितिज से किसी कोण पर झुकी दिशा में, फेंका जाए, तो वह 
एक वक्र पथ बनाता हुआ कुछ समय बाद पुनः पृथ्वी पर लौट आता है। इस प्रकार फेंके गए ( प्रक्षिप्त) किसी 
कण/पिंड को ग्रक्षेप्पय कहते हैं और एक प्रक्षेप्प दूबाय बनाए गए पथ को ग्रक्षेप-पथ कहते हैं। आधुनिक 
युदथों में प्रक्षेप्प की गति का सिद्धांत अत्यंत महत्त्वपूर्ण है। युदूध के दौरान किसी प्रक्षेपणास्त्र द्बारा पूर्व 
अनुमानित शत्रु की स्थिति पर प्रहार करने और महत्तम क्षति पहुँचाने जैसी समस्याएँ उठती हैं। 


प्रक्षेपण की गति की समस्या एक जटिल समस्या होती है। पिंड का आकार, वायुमंडल का प्रतिरोध, 

. गुरुत्वाकर्षण में ऊँचाई के साथ परिवर्तन कुछ ऐसे घटक हैं, जिनका प्रबंधन कठिन होता है। अतः, हम इस 
समस्या का सरलीकरण करके एक ऐसा आदर्श गणितीय प्रतिमान प्राप्त करते हैं, जो किसी प्रक्षेप्य की व्यापक 
गति के प्रथम सन्निकटन के रूप में उपयोगी होता है। हम यह मान लेते हैं कि 

: 0) प्रक्षिप्त पिंड आकार में छोटा है और इसे एक कण माना जा सकता है। - 
(0) चारों ओर का -बायुमंडल कोई प्रतिरोध नहीं उत्पन्न करता है अर्थात्‌ ग्रक्षेप्य निर्वात में गति करता है। 
(0) प्रक्षेप्प की गति के आदूयोपांत (प्रारंभ से अंत तक) कण पर लगा गुरुत्वाकर्षण बल, अचर रहता है। 


प्रक्षेप की गति की चर्चा करने से पूर्व हमें कुछ ऐसे पदों का अर्थ, जिन्हें इस चर्चा में प्रयोग किया जाएगा, 
जान लेना चाहिए। जब कोई कण वायुमंडल में फेंका (प्रक्षिप्त) जाता है, तो प्रक्षेप्प के गति की दिशा, 
प्रक्षेप- बिंदु से जाने वाली क्षैतिज रेखा से जो कोण बनाता है, उसे प्रक्षेप-कोण कहते हैं। प्रक्षेप- बिंदु 
से उस बिंदु की दूरी जहाँ प्रक्षेप्प का पथ प्रक्षेप-बिंदु से जाने वाले किसी क्षितिज समतल से मिलता है, उस 
समतल पर प्रक्षेप्प का परास कहलाता है, और जितना समय प्रश्षेप्य को प्रक्षेप बिंदु से होकर जाने वाले किसी 
क्षैतिज समतल पर पुनः लौट आने में लगता है उसे उड़्डयन काल कहते हैं। वह प्रारंभिक वेग, जिससे किसी 
कण को वायुमंडल (आकाश) में फेंका जाता है, प्रक्षेप-वेग कहलाता है। 


36,4. गुरुत्व के अधीन प्रक्षेप्प की गति (गं०टाए करांश #खबंट' द।वाय) मान लीजिए परिमाण 
#४ का एक कण बिंदु 0 से, परिमाण ४ के वेग से क्षैतिज दिशा 05 से « कोण बनाने वाली दिशा में, 
फेंका जाता है। मान लिया कि 0५ रेखा बिंदु 0 से ऊर्ध्वाधर ऊपर की ओर है। मान लिया कि प्रक्षेपण से 
/ समय बाद कण बिंदु 7 (»,)) पर स्थित हैं (आकूँति 6.4)। अतः, वायु के प्रतिरोध के अभाव में कण, 
प्रारंभ से अंतं तक (आदयोपांत;, ऊर्ध्वाधरे,नीचे की ओर समान त्वरण & के अधीन गति करता है (अर्थात्‌ 
कण पर, उसके गति के दौरान (पर्यत), कैवल एक ही बल अर्थात्‌ उसका भार नीचे की कार्य करता है।) 
अत; ऊर्ध्वाधर समतल में क्षैतिज तथा ऊंध्वाधिर दिशाओं में, गति के समीकरण क्रमशः निम्न प्रकार हैं; 


॥ ध्ेँ ह॒ । | 
हर >.0 अर्थात्‌ रा ल्‍0.. ... (3 


जीरा जता किला मल. ह 
र॒ मछ् रू -आड अर्थात्‌ (2) 
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और समीकरणों () और (2) के लिए प्रारंभिक प्रतिबंध 
नीचे दिए गए हैं। 

समय />0 पर, ४70, ५5०, 

१४005 ७, 9 # छा) ०. 

/ के सापेक्ष (!) और (2) का समाकलन करने पर, 


धं हे 
. &£ 6 और ->-&+8 , जहाँ & और 
५॥ धर (१ 


8 स्वेच्छ अचर हैं। 
प्रारंभिक प्रतिबंधों अर्थात्‌ /50 पर 
>2<॥४008 ०, ए?च्एञा) ७ 


द हमें नीचे दिए परिणाम प्राप्त होते हैं . 


प्र०0580 - ४ और प्रश0 + छठि 





अत; ४ 
न ->४००४८८, जो कि गति के आदयोपांत अचर रहता है द (3) 
और हि ल्प्रशं00- हा (4) 


समीकरण (3) और (4) का / के सापेक्ष पुन; समाकलन करने पर प्रारंभिक प्रतिबंध अर्थात्‌ /50 पर 
. ४; 0, 90, हमें प्राप्त होता है 


> | (४0050) / " े (5) 
79 (४2 0.) - रु 872 | (0) 
(5) और (6) संबंधों से / का विलेपन करने पर 


2 
च्न _ 8: 
चर अंक्ा6 - तक] 


ऋशि 333...... दल आजा 3] 5 ४ प्र 
४ 0057 6 | 


जो कि गुरुत्वाथीन किसी प्रक्षेप्प की गति के प्रक्षेप-पथ का समीकरण है। 
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6.4.2 प्रक्षेप्प गति के प्रक्षेप-पथ के सामान्य गुण (ठक्कश्यो ककरलशंर् गी॥#ढ #दांग्टागरऊ गा 
ए7भुं००४ॉ० ०४०४) अनुच्छेद 6.4. के समीकरण (7) में दिए प्रक्षेप-पथ को निम्न प्रकार लिख सकते हैं 


* 2  > 2 भा00050 202 0092 0. 
अपर जज ४ + 7 ++"+-+त-++त++ 2 
१-५ 


॥ मु 2 2 2 5.2..2 . 
8 0६८ 0080. 2 005 0 ८ 8 0 न्‍ 
अर्थात्‌ । बा शा | नन्ज्ट४ कर शा ]  (]) 





24 28 


समीकरण (]) यह दर्शाता है कि ग्रक्षेप-पथ परवलयिक होता है, जिसका शीर्ष बिंदु 


' 8... थट्ट 
'+(आकृति 6.4)। 


इस परवलयिक प्रक्षेप-पथ का अक्ष १९४, 0₹ (अर्थात्‌ >-अक्ष) के समातर किंतु विपरीत दिशा में एक 


। पं 00050 ४ शां। ० 


उ 2 
| पर स्थित है और जिसके नाभिलंब की लंबाई वि ख है 


2 2 
रेखा होती है और इसकी नियता इसके शीर्ष से ऊपर कल की ऊँचाई पर स्थित एक क्षैतिज रेखा 


] 20005? +. पड70 


होती है अर्थात्‌ रेखा 077 (अर्थात्‌ >-अक्ष) से इसकी कुल ऊँचाई. यू“ 28 


हैं 2 
(अर्थात्‌ ्र अभिलंब की लंबाई + शीर्ष की ऊँचाई) अथवा न होती है। 


2 
समीकरण १ 4 है. है 8 
अत: नियता का समीकरण » कक है, जो कि ० से स्वतंत्र है। 
ु 8 


है। 


नारि प्रद्झा।20.. ४ 00320 

प्रक्षेपथ की नाभि, बिंदु | >7+ू- प्र है 
। 28 2324 

6.4,3 प्रक्षेपं-पथ के गतिकीय प्राचल (]्रवकपंलदों ऊद्ाब्रक्ररांरर गा #2 #द्वांटट/05) 


(8) परास अनुच्छेद 6.4.] के समीकरण (7) में »0 और » #0 रखने पर क्षैतिज समतल में परास का 





रे ४ , ु | ञ+ 
मान | हर चल सम ्प ] प्राप्त होता है। एक दिए हुए परास और एक दिए हुए प्रक्षेप वेग ४ के लिए प्रक्षेप-कोण 
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| .॥ हें | 2 ग * 
के सामान्यतः दो संभव मान होते हैं, जो क्रमशः & और पर -५ है। जब छत 20 + ] 5 झंध दर होता है अर्थात्‌ 


हा 2 
महत्तम परास के लिए ०७-45" होना चाहिए और महत्तम परास का मान कप होता है। 


(0) उच्चतम बिंदु पर प्रक्षेप्य के पहुँचने का समय उच्चतम बिंदु पर वेग का ऊर्ध्वाधर घटक नहीं होगा। 
अत; अनुच्छेद 6.4.] के समीकरण (4) में 950 रखने पर, उच्चतम बिंदु पर पहुँचने में लगा समय ॥ 
'निम्मलिखित संबंध द्वारा प्राप्त होता है, 


2४90 
0-४४आ700.- 8 , अर्थात्‌ ॥ त"-+++- 


' (९) उडड॒यन काल परिभाषा द्वारा, कण को प्रक्षिप्त करने के क्षण से, उसके प्रक्षेप बिंदु से जाने वाले क्षैतिज 
समतल पर पुनः लौट आने वाले क्षण तक, के समय को उड्डयन काल कहते हैं। 


अतः, यदि १' उड्डयन काल है, तो जब 7, »0, इसलिए अनुच्छेद 6.4.] के समीकरण (6) से 


2४४8 
0ल्‍परश0५.-7 ४“ + अथवा [5> 0 या 4 4405४ 


(0) महत्तम ऊँचाई महत्तम ऊँचाई तब प्राप्त होती है जब 950 है। हमें ज्ञात है कि उच्चतम बिंदु तक पहुँचने 


#४॥ 0 





में लगा समय ॥ ८ , यदि समय ॥ में प्राप्त महत्तम ऊँचाई प्र है, तो अनुच्छेद 6.4.] के समीकरण 


(6) द्वारा 
“ हर 2 «7२2 2 3२2 
प्र + ४भं। 0. ->8? +(+आं70). 32 __ है सर ७ _५ भा! ७ 
दे ॥;॒ 2 ड़ 2... ४ ्ड्ट 


- (७) किसी ऊँचाई पर वेग ज्ञात करना मान लिया कि प्रक्षेप-बिंदु से किसी दत्त ऊँचाई » पर कण 
का वेग » है जो क्षेतिज से 9 कोण बनाता है; अर्थात्‌ स्पष्ट है कि वेग पथ के उस बिंदु पर स्पर्शी के 


अनुदिश है। 
: अतः ४००४० -४-४००४०... [अनुच्छेद 6.4.] के समीकरण (3) से ] 


. और शएश0 5 9 ४ थआंत्र 0 - 87 [अनुच्छेद 6.4.] के समीकरण (4) से] 
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9_४४0-+- &7 

अतः; ॥॥ 8 ४3४८ ८ ७४४७-६० 

हे मा ऊँ प्0050. 

और छ - (६००8०) < न है 80. - 87 8४ - टेप 800 + 877 

न्‍् 
आकृति १6,58 
या ह ह 2 ४८7 -- 28 शमध०० “पु । या 9१ ४१ - 287 
[अनुच्छेद 6.4.] के समीकरण (6) के प्रयोग दूवारा ] 
प्र 

यहाँ 9» ४१ -22[शाप - छा] ८ ४-2 दफा -श, 5282.?. 


अर्थात्‌ कण का वेग नियता से नीचे गिरने के कारण है। . 


इस प्रकार अभीष्ट वेग उस वेग के तुल्य है, जो एक कण नियता से उस बिंदु तक मुक्त रूप से ग्रिने 
में अर्जित क़रता है (आकृति 6.5)। से 


उदाहरण 74 किसी प्रक्षेप्य का क्षैतिज परास, उसके दूबार प्राप्त महत्तम ऊँचाई का 4५ गुना है। प्रक्षेप कोण 
ज्ञात कीजिए। 
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हल यदि कण का प्रक्षेप वेग ४ है, जो क्षैतिज से « कोण पर झुका है, तब. 


(१ भा 20) ५ 
महत्तम परास <  4*720/ और 
ह 


४“ ड॥ 0 


महत्तम ऊँचाई 
-श्ठ 


अतः प्रश्नानुसार 


की? र्‌ 20552 हर 2 
3,228 ८ 7 बे या शं॥ 20 ८ ५ “| 
ड़ 





ड़ 
या ध्ि] 0९ ++ हे या 30९ 
सा /5उ ७0 कर 2 «४ 
3 । 


उदाहरण 5 कोई मनुष्य एक पत्थर को 25 मीटर की महत्तम दूरी तक फेंक सकता है। पत्थर कितने समय 
तक वायुमंडल में रहता है और यह किसे महत्तम ऊँचाई तक ऊपर उठ सकता है? 


हल मान लिया कि पत्थर क्षेतिज से ७ कोण पर ४ बेग से फेंका जाता है 


महत्तम क्षैतिज परास « 25 मी (दिया है) 
या . ४7? <]25) 9,8 (85 9,8 मी/से”) 
या ४ 5 ४ी25)9,8 35 मी/से 


. स्राथ ही महत्तम क्षैतिज परास के लिए ७८45० 


:्रशआए 35 
और उड्डयन काल 2 2«पु हर १5% से 





तथा महत्तम ऊँचाई --+--« पक 53].25मी - 
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उदाहरण 6 एक कण इस प्रकार से प्रक्षिप्त किया जाता है, कि यह प्रक्षेप-बिंदु से क्रमश: 5 मीटर और 
45 मी दूर, 0 मी ऊँची (प्रत्येक) दो दीवारों के शिखरों को स्पर्श करते हुए उड़ान करता है। प्रक्षेप कोण 
ज्ञात कीजिए। गे 


इल मान लिया कि कण को क्षैतिज से & कोण की दिशा में ४ वेग से नि 
समीकरण निम्नलिखित है 






जाता है। अत: प्रक्षेप-पथ का 


827 
207 6057 ७ 
क्योंकि बिंदु (/5,0) और (45, 0) उस पथ पर हैं 
(आकृति 6.6), इसलिए 


»छच्ड ्ा])0 - [2 
35(5, 0) 8(45, 0) 


आकृति 46.46 
2258 
“]0-5[॥॥] 00.-- ८ 
20 2052 ७ रु ह ). 
20252 
नै 45 00 ० उप * 
और 2 . 2४7 0087 ७ ५5) 


(!) और (2) से ४ का. विलोपन करने पर 


]0-5070 सा 0-45[&॥0 
225 2025 


2025 9870- 2 
225. 3[१०-2 


उदाहरण 7 एक गेंद को 200 मी ऊँची कुतुबमीनार के 
शिखर से क्षेतिज से 30? का कोण पर 80 मी/से के वेग से 
फेंकी जाती है। मीनार के आधार (पाद) से उस बिंदु की 
क्षितिज दूरी ज्ञात कीजिए जहाँ गेंद धरातल (पृथ्वी) से 
टकराती है। 


हल गेंद को कुतुबमीनार के शिखर 0 से 80 मी/से के वेग 
से श्षेतिज से 30% के कोण पर फेंकी जाती हैं (आकृति 
6.7) , अतः प्रक्षेप-पथ का समीकरण निम्नलिखित है : 





या या (ध्वाा0 ८ रे या ७<श्ा 2 
9 9 


] ्र्क - 
अनकाक्रा 0-8“ 


2 ॥४7 2087 ७५ 








आकृति 46,47 
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प्रश्नानुसार 





कुतुबमीनार के आधार से जाने वाले क्षितिज समतल के लिए »>-200, अतः उपर्युक्त समीकरण से 


| हि 
_200 « >> 4.9 


दर 6 क्‍ 
या 4.9%* -600/3%-9600005-0 

हे >> 2600+3 + कक कप पे उस रे 2.5 का ) 

ऋण चिन्ह को छोड़ने पर 


#| अ9205+ ४4) 


उदाहरण 8 एक कण ७ दूरी पर स्थित & ऊँचाई की किसी दीवार को ठीक स्पर्श करते हुए पार करता 
है और धरातल से, प्रक्षेप-बिंदु से ० दूरी पर टकराता है। सिद्ध कीजिए कि प्रक्षेप-कोण 








हि 
ही 9८ 
4(०-४) 
और प्रक्षेप-वेग 9 निम्नलिखित समीकरण से प्राप्त होता है : 
4. (००) 
2 2 2. 7242 ८८7]. 7+- 
राई हा ड् 00 की. 
कु ०४(०-०) 0७०६८ सं 
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हल मान लिया कि 0 बिंदु से प्रक्षेप-वेग ७ से फेंके गए कण का प्रक्षेप-कोण ० है। मान लिया कि कण 
दीवार 7./ को ठीक स्पर्श करते हुए पार करता है और धरातल से & बिंदु पर टकराता है। अतः 0 
4, (०४, 0852८ | मान लिया कि 05 श्षैतिज-अक्ष और 0ए ऊर्ध्वाधर-अक्ष हैं तथा 0 मूल-बिंदु 
है (आकृति 6.8)। अतः प्रक्षेप-पथ का समीकरण निम्न प्रकार है : 


छ् _. 8 ४2 
22638 2०2 5057 स्किह 
अब क्योंकि कण दीवार।,/ को ठीक स्पर्श करते हुए पार करता है, इसलिए यह बिंदु ।, (७, ») से होकर 


जाता है और धरातल से बिंदु & (०2, 0), पर टकराता हे। 


8 2. 
पु न्‍+ ध्रँसा 00/----न्‍----+ 4 
अत; 8 292 6052 ७ ५ (4) ; 
8 2 
और म्+ या] 00 - -------८--- ८ - 
0 2५92 6057 ० (2) 


(!) और (2) द्वारा ए का विलोपन करने पर 
ध्रॉक्याए-89  था० 


प्र हे 6 





2 ही | 82 
घा - _-.. नम जल वा ज दल रु बूथ न -+7++र 
५५ ह द् (2 न+ 4) 8 कं 4(2 धर ) 


(2) और (3) से ० का विलोपन करने पर 


$ हे 

2५ ठठाए ० 

नमन एक ८ (+ का 0.) 5 ०(००६०८+ (थव00) 
छः 








2-२ 9 ध(८०-द्घ छाटः दी ट्-द् ४ 
कि मा 


हः 
(०-०) छ्ट ८४(2०-४१) 
प्रश्नाललो /86.4 
5 हु वे ॥ 
:,. यदि किसी कण का महत्तम क्षैतिज परास # मीटर है, तो दर्शाइए कि कण दूवास प्राप्त महत्तम ऊँचाई --7र है। 


एक बालक किसी गेंद-को 60 मी दूर फेंक सकता है। गेंद कितनी देर हवा में रहती है और उसके दुबारा प्राप्त महत्तम 
ऊँचाई कितनी है? 


856 


गणित 


_प 


. एक कण &03 7 -_ के उन्नयन कोण पर फेंका जाता है और क्षैितिज समतल- पर इसका परास 30 मी है। 


प्रक्षेप-बेग और पथ के उच्चतम बिंदु पर त्रेग ज्ञात कीजिए। 


« 49 मी/से के वेग से ग्रक्षिप्त शक क्रिकेट गेंद का महत्तम क्षैतिज परास ज्ञात कीजिए। गेंद का परास ० २3 भी 


रखने के लिए न्यूनतम प्रक्षेप-कोण और न्यूनतम लिया गया समय ज्ञात कौजिए। (& २ 0 मी/सें 


. यदि क्षैतिज परास 7२ के लिए एक गोली का उड्डयन काल "' सेकंड है, तो सिद्ध कीजिए कि प्रक्षेप की दिशा 


. का क्षैतिज से झुकाव निम्न है 


धा 87 
न 2 


. यदि किसी कण (प्रक्षेप्प) का क्षैतिज परास [९ और महत्तम ऊँचाई # हो, तो सिद्ध कीजिए कि कण का 


.. प्रारंभिक बेग (प्रक्षेप-वेग) | ५" + के है। 


. एक कण को  प्रक्षेप-वेग ४ से फेंका जाता है, जिससे कि बह प्रक्षेप-बिंदु 0 से क्षेतिज दूरी ८ पर स्थित महत्तम - 
. संभव ऊँचाई के किसी स्तंभ को स्पर्श करता हुआ पार कर जाए। सिद्ध कौजिए कि अपनी उड़ान के दौरान 


2 
कण दबारा प्राप्त महत्तम ऊँचाई छः को व] हब है। 


. एक कण को 2,[6६ वेग से प्रक्षिप्त किया जाता है, जिससे कि वह , ८ ऊँचाई की ऐसी दो दीवारों को, जिनके 


बीच-की परस्पर दूरी 26 है, ठीक स्पर्श करता हुआ, पार करता है। दर्शाइए्‌ कि पथ का नाभिलंब 2८ के बराब 


है और दोनों दीवारों के बीच कण क्रा उड्डयन काल र्गाः है। 


$. एक प्रक्षैप्य बिंदु 0 से उत्लयन कोण ७ पर चलना प्रारंभ करता है। / से बाद, उसकी स्थिति 0 से 9 उन्नयन 


कोण पर प्रतीत होती है। सिद्ध कीजिए कि प्रक्षेप्य का प्रारंभिक वेग (प्रक्षेप-वेग) कक है। 


(७- )) 
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9, एक कण को इस प्रकार प्रक्षिप्त किया जाना है, जिससे कि वह परस्पर 6 दूरी पर तीन ऊर्ध्वाधर तलों में स्थित | 
4 व्यास के तीन समान छल्लों को ठीक-ठीक पार कर जाएँ, जबकि छल्लों के उच्चतम बिंदु उस सरल रेखा 
में स्थित हैं, जो प्रक्षेप-बिंदु से # ऊँचाई पर है। सिद्ध कीजिए कि प्रक्षेप का उन्‍नयन कोण अनिवार्य रूप से 


_ 2फॉीव 
धा तज | होगा। 


[संकेत कण बीच के छल्ले के उच्चतम बिंदु के ठीक नीचे से और अन्य दोनों छल्लों के निम्नतम बिंदु के ठीक 
ऊपर से होकर जाएगा। ] 


'विविध उदाहरण 
(शथाडत का ।॥ .७ाााड एड +ाशाश ह४ढ) 
जतलाहण १9 एक बिंदु समान त्वरण के आधीन गति करता है। यदि ॥,४५,7; , तीन उत्तगेत्तर समय अंतरालों 


मे अलत का हों तो दशहिएं कि (५-४०) _ ७(77४) 
में इसका औसत वेग क्रमशः 9»,»५,४५ हों, तो दर्शाइए ७2-५७) (०+४) 
झ मान लिया कि उत्तरोत्तर समय अंतराल #,४2,23 में चली गई दूरियाँ क्रमशः 48,830 और 07 हैं (आकृति 6.9)। 


यदि बिंदु & पर वेग ४ है तो 8,0 और 7) बिंदुओं पर वेग क्रमश; 9७, -४+/, ४८ ८ (४+८४)+ ८४2, 


५५७ ८[४+4(॥ +72)]+ ५४५ हैं। क्योंकि औसत वेग - दि (प्रारंभिक वेग + अंतिम वेग ) 


मं * /, ः 
] ॥424908 580 नह नल +लुनिललनजन न थे 
अतः 4] नतू हव+ ४+ ०2 -॥४+ 7. 4 ह 2. छ ८ छ 








न ५ 


' आकृति १6,१9 
ह। | 
3 के तर + दा )+ 4 + ० (8 +72) | २४६ ८॥ + 7 


और... ७३ ८ न [२४६० (॥ + ४2 )+ ४+ (४ +2+३४5 )]|-४+ 4४ + ८४2 + न 
अभीष्ट परिणाम प्राप्त करने के लिए हमें, उपर्युक्त समीकरणों से ४ और ८ का विलोपन करना चाहिए। 
] । ] | 


(७-०) _ (४7/£29 


अतण्व 
ह (५2-॥७) (४2 +73) 
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ह चाँ | वा. . 
उदाहरण 20 एक रेलगाड़ी दो स्टेशनों के बीच की दूरी का |#] भाग समान त्वरण के आधीन और |] भाग 


समान मंदन के अधीन चलती है। गाड़ी एक स्टेशन से विरामावस्था से चलना प्रारंभ करती है और दूसरे स्टेशन पर 
फिर विरामावस्था में हो जाती है। सिदूध कीजिए कि महत्तम वेग और औसत बेग के बीच 


प्र" 


का अनुपात है। 


इल मान लिया कि रेलगाड़ी का महत्तम वेग ५ हे। यदि त्वरण के बेंग ॥ 
अधीन गति का समय, महत्तम वेग को बनाए हुए गति का समय और | 


; ों ८ 8 
मंदन के अधीन गति का समय क्रमश: ॥,/,४ हों और यदि 0 और "7 ाइग 
दोनों स्टेशनों " ] 
(दोनों स्टेशनों के बीच की कुल दूरी (945) हो (आकृति 6.20) , 5 26 2 
तो ु ८ समय 
आकृूंति 46,20 
जु िको न्यू शा, > (74) -२2 ४४, ह 
] [ 
और. /4४--(/4०0)--(/40) 5 ४/2 
2 हू; 
* योग करने पर 
245 परेँएव 


ए(॥ +., +/. | 5 (७9+ 7+4)5, अब औसत वेग ऐं -------- « 
[ ]7#2 3) (24 2 4) 8+४2+83  94+7+4 


४ 74+7+4 4 %4 ]947 
अतः ज्ुत775]।+7+ 7 , अर्थात्‌ :ए;; | ]+--+- :7 
ए *. /29 2 4 ए ब 


उदाहरण १ एक ऊर्ध्वाधर रेखा में स्थित 0, 0,7९ और 8 बिंदु इस प्रकार है कि बिंदु ? उच्चतम है तथा 050४2 
२8 | यदि एक पिंड विराम से बिंदु ? से गिरता है, तो सिदूध कौजिए कि उपर्युक्त दूरियों को-उत्तरोत्तर तय करने 


के अवरोहण कालों में :४2 -:४3 - ४2 का अनुपात है। 


४४६ मान लिया कि 70 5 0२5]२8«#, मान लिया कि पिंड द्वारा ऊर्ध्वाधर दूरियाँ 70, (॥२ और ॥२8 को तय करने 
में क्रशः ॥,/2,5 समय लगता है (आकृति 6.2)। अत 


हनन रु 8&॥ , 2# 5 नर 800 +/2) , 38 ८ प्र 860 +72+2837 


| 
उपर्युक्त समीकरणों में ४] 52 रखने पर, 


है ४20; ॥+ 72 | 205 ॥+72+४ ८ ४6३ 
अथवा 8 + ४20; ६ 5२2 -]); ४ 5२४2 (४३-५३) 


अत; #॥ १:४2 ६:73 ::7 : ४+2-]:४3-४2 


एक पिंड कितने समय में धरातल पर पहुँचेगा? 
हल मान लिया कि गुब्बारे का प्रारंभिक वेग ४२0 दिया है। 


यहाँ ध्व्क् ह्त है। 
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रु 


के | 


# 5 


5 


ह आकृति 6,2 
उदाहरण 22 एक गुब्बारा [| सेमी / से” के समान त्वरण से ऊपर की ओर जा रहा है। आधे मिनट बाद गुब्बारे से 


॥| हे 
मान लीजिए कि गुब्बारा हर मिनट अर्थात्‌ 30 से में # ऊँचाई तक पहुँचता है और उस समय उसका वेग » है। तब 


५ 5 
9्%्%-ध/ ₹0+-7 २८305“: 8 
5 4 


। 8& 225 
20 809:5+ 55 


] 
और ॥#क्ू४/+ ५ ८ रू 0+-7« 
2 28 4 


() 


(2) 


225 ऊँचाई ४ 5 
इस प्रकार पिंड ऊँचाई से गिरता है और इस समय उसका वेग ऊध्वाधिर ऊपर की वेग 95 परूडहै । यदि पिंड 


द्वारा धरातल तक पहुँचने में / समय लगता है, तो 
के के 
ब्न्-9/+ “8 
2 


या की जाओ जय कप 3 अककर 2 
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या 2/7-- ]5 /- 225 5-0 
या (४-5) (2/+5)50 
। 8 ु के ु 5 
जअब ;% 5 से (्‌ क्योंकि समय ऋण नहीं हो सकता. अत! /-« ठ अमान्य है ) 


: डवाहरण 23 क्षेतिंज से ऊपर की ओर 8 कोण बनाने वाली दिशा में समान वेग ७ से एक पक्षी उड़ता है। उस क्षण 
जब पक्षी धरातल पर खड़े एक बालक से ऊध्वाधिरतः # ऊँचाई पर है, बालक एक पत्थर को, उन्नयन कोण ८ पर, 
'फेंकता है। दर्शाडए कि प्रक्षेप-वेग कुछ भी हो, पत्थर पक्षी को नहीं लग सकता है जब तक कि 


॥ ०0 > 4[899 0 + ै८23॥ 
| प ५७०४9 


हले. धरातल पर बालक की स्थिति को मूल बिंदु मानकर दो परस्पर लंब रेखाओं को निर्देशांक मान लिया। यदि 
पत्थर का प्रक्षेप-वेग & है (आकृति 6.22), तो 
' प्रक्षेप-पथ का समीकरण 





९५ 


2 
छ 5 खांक्ा 0० - हर $? 


जाप ५5+ है। 
2 (४१ 6087 ण्) 


और पक्षी कें गति का पथ 
9न्‍न #४+ 29 0 है। 


पत्थर के प्रक्षेप-वेग ४ को इस प्रकार समायोजित 
किया जाता है कि पक्षी और पत्थर के »-निर्देशांक “ 
(भुज), एक ही समय पर, समान हों। इसके लिए 
निम्नलिखित प्रतिबंध हैं 


४०0805८7 0050 





आकृति 46,22 


यदि पत्थर पक्षी को लगता है तो एक ही समय पर दोनों के पथ का »-निर्देशांक (कोटि) भी समान होने चाहिए। 
इस प्रकार | ' 


* हर 
#॥+>ड (0 > रझा9]0 - न 
2 (४४ ०057 ७) 


या्‌ हर +2# 6057 ७(६00-क्‍शा०):+ 2##0057 ०८० 
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पत्थर पक्षी को तभी लगेगा जब उपर्युक्त वर्ग समीकरण के मूल वास्तविक हों और इसके लिए निम्नलिखित 


प्रतिबंध हैं : ु 
2827 स्थिर 
(800 - 87०) ्य्‌ ठ्र ठ्र | अर्थात्‌ क्ा०> | ४ 3 | 
४7 0057 0६ ५००४0 


स्पष्टत: उपर्युक्त दशा उपयुक्त है यदि ७>08, यदि 8>0 तब दोनों पथों का प्रतिच्छेदन बिंदु आरंभिक बिंदु 
के पीछे है जो हमारे लिए सार्थक नहीं है। अतः उपर्युक्त दशा ही वांछनीय है। 


जउवाहरण 24 किसी क्षण, एक कण श्षितिज से « कोण की दिशा में ४वेग से चल रहा है। / समय बाद कण के 








80 ७.- (७0 3 


पथ की दिशा क्षैतिज दिशा,से [$ कोण बनोंती है। सिदूध कीजिए कि ४०08० -....., यह भी सिद्ध कीजिए 


प्रशात9 * 


----7----5 समय में गति की दिशा 6 कोण से घूम जाती है तथा ॥ 
& 008 (8 -0 ) ड़ 
की दिशा से समकोण बनाती है। 


हल मान लिया कि 05 और 0५ समकोणिक निर्देशाक्ष हैं। 05 श्षैत्तिन और 0₹ ऊरध्वाधर है तथा समय 750 
पर, मान लिया कि कण बिंदु 0 पर है, जहाँ से उसे ४ वेग स्रे उस 

दिशा में फेंका जाता है जो क्षेतिज से ७ कोण बनाती है। हर 
मान लिया कि समय / पर कण की स्थिति बिंदु ९(७, 3) है 
(आकृति 6.23)। अब ऐे के निम्न घटक हैं 





समय में गति की दिशा, पहले 


४ छ0080, 7 5 ,्रशा।0 - ह7 


क्योंकि गति की दिशा समय + पर क्षेतिज से 8 कोण बनाती है, 











अत; शा 3 ८ * है ०  0. ८ ् 
गो ॥ 70050 ४0050 आकृति 6,23 
। 87 
या ०050 “ पभए 
0 - व 3 

यदि गति की दिशा 0 कोण से घूमती है, तो 850०-0० 

" ४90 
अत; | ॥४7008 0.) ० - था 0) + +- 8॥(0-2)ल्‍--775 

8 ( ) 8) & 008) (७-)) 8००४(०:- 0.) 


विशेष रूप से गति की दिशा पूर्व दिशा से समकोण बनाएगी यदि 9 पर हो और तब 
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७ 
७5 -- 
2 पर 


>ढते ॥। 0- | &जञव0० 


अध्याय 6 पर विविध प्रइनावली 
(8९778, 5 [बी:६0(8 ६४.२९ ]88 (चर ६37 ॥फछ/ |6) 
., एक स्टीमर, जिसका अग्रभाग उत्तर दिशा की ओर है, 5 किमी/घं के वेग से चलता है और इसे, दक्षिण पूर्व 


दिशा में 3.2 किमी/घं की दर से प्रवाहित जलधार अपने साथ बहाती है। एक घंटा पश्चात्‌ स्टीमर की दूरी 
और दिक्‌मान (७८४४४7४8), उस बिंदु से, जहाँ से चलना प्रारंभ किया था, ज्ञात कीजिए। 


[संकेत यहाँ दिकृमान का तात्पर्य गति की दिशा तथा उत्तर दिशा के बीच दक्षिणावर्त बना कोण] 


2. एक विमान चालक, 400 किमी/धं की चाल से उड़ रहे विमान द्वारा दिल्‍ली से चंडीगढ़ (दिल्ली से 250 किमी 
उत्तर) तक की, उड़ान लेना चाहता है। वायु 50 किमी/घं के वेग से पश्चिम दिशा से प्रवाहित हो रही हो, तो 


0) विमान को किस दिशा में उड़ना चाहिए? 
(४) उड़ान पूरी करने में कितना समय लगेगा? 


ही 





3. एक व्यक्ति अचर वेग से तैर रहा है। वह शांत जल में नदी को सीधा पार करने में ;/ समय लेता है। और जब 
नदी बह रही होती है, तब नदी पार करने में ॥, समय लेता है। यदि नदी की चौड़ाई ४ है तो, दर्शाइए कि नदी 


8 
वेग पाक मिस 2 
के प्रवाह का वेग गय ईध-्म है। 


५. शांत जल में » बेग से चलने वाली किसी नौका को, ४वेग से बहने वाली ८ चौड़ाई की एक नदी को पार 


करना है। ज्ञात कीजिए कि नौका को किस दिशा में खेया जाए, जिससे नदी को (७) न्यूनतम दूरी, (७) न्यूनतम 
समय में पार किया जाए। 


5, एक कण सरल रेखा 05% के अनुदिश गति करता है और बिंदु 0 से जब कण की दूरी &है उस समय वेग 
» समीकरण ४ >> [2:-3< से प्राप्त होता है। यदि जब वेग » है, तो उसका त्वरण /#हो, तो दर्शाइए कि 


8 
नकल (कट 25 
6. यदि समान त्वरण के अधीन, एक सरल रेखा में गतिमान, किसी कण दबाया, गति के #'*, ८7 और #* सेकंडों 
में, चली गई दूरियाँ क्रमशः ०, 2, ० हों, तो सिंदृध कौजिए कि 


व -7)+2(-/2)+०2-9)50 


80. 


प्रारंभिक गति विज्ञान 863 


30 किमी/घं की दर से चलने वाली एक रेलगाड़ी को .5 मिनट में समान मंदन द्वारा किसी स्टेशन पर रोका 
जाता है। लगाया गया मंदन मी/से? में कितना है? स्टेशन से कितनी दूर पहले ब्रेक लगाए गए थे? 


. एक रेलगाड़ी बिंदु 0 से विरामावस्था से चलना प्रारंभ करती है और बिंदु ::पर पहुँच कर रुक जाती है। बिंदु 


0 से बिंदु & तक अचर त्वरण कार्य करता है और बिंदु & पर रेलगाड़ी का वेग 9 है। बिंदु & से बिंदु 8 तक 
रेलगाड़ी समान वेग से चलती है और अंततः बिंदु छ से बिंदु 2 तक अचर मंदन कार्य करता है। 0«, 00 


और 80 दूरियाँ 6, ० और 8 हैं। दर्शाइए कि 0 से ८तक की यात्रा में कुल (7० समय लगता है। 


५9. #गहराई के किसी खाली गड्ढे में एक पत्थर को गिराया जाता है, जिसकी गड्ढे के आधार (तली) से टकराने 
'की ध्वनि / सेकंड बाद सुनाई पंड्ती है। सिद्ध कीजिए कि शा के जे > ४/7 , जहाँ » ध्वनि का वेग है, 
४ 


४ 2 
जो परिमाण में # की तुलना में इतना अधिक है कि |] की उपेक्षा की जा सकती है। 
ऊर्ध्वाधरत: ऊपर की ओर फेंके गए एक कण द्वारा # मीटर की ऊँचाई तक पहुँचने में / से लगता है। यदि 


इस बिंदु से पुनः धरातल तक पहुँचने में कण /” सेकंड समय लेता है, तो सिद्ध कीजिए कि #+ प्र 8// और 


हि 2 75 
जचाई #+ 7 ] लाई 
महत्तम ऊंचाई डा , यह भी दर्शाइए कि हप #£ ऊंचाई पर कण का वेग हर 8४४7 +/“* मी/से नहै। 
मु 7 हु 


ऊँचाई 3.2 पे ऊँचाई 
, किसी कण का वेग जब वह महत्तम ऊँचाई पर है उस वेग का 5 तो है, जब कण महत्तम ऊँचाई से 


आधी ऊँचाई पर था। कण का प्रक्षेप-कोण ज्ञात कीजिए। 


१. यदि किसी क्षण, एक कण का. वेग ४ है और उसके गति की दिशा क्षैतिज से ७ कोण पर झुकी है, तो सिद्ध 


कीजिए कि कण , / ००४०० ० समय बाद इस दिशा के समकोण दिशा में चलेगा। 
। 8 


किसी त्रिभुज के आधार के एक सिरे से फेंका गया कोई कण त्रिभुज के शीर्ष को स्पर्श करता हुआ आधार 
के दूसरे सिरे पर गिरता है। यदि त्रिभुज के आधार कोण & और ए हों तथा प्रक्षेप-कोण ७ हो, तो सिद्ध कीजिए 
कि शा०- खा है + सा 3 


५४. एक पत्थर को # ऊँचाई से ४ चेग से फेंका जाता है, जिससे वह धरातल पर स्थित एक ऐसे बिंदु से टकराए, 


जिसकी प्रक्षेप-बिंदु से दूरी २ है। दर्शाइए कि प्रक्षेप-कोण ० निम्नलिखित समीकरण से प्राप्त होता है। 
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47, 


]9, 


* 2 है 2 
२.4 0- अल ७+ 7१ -- 55444 कल 0 
8 & 





यह भी दर्शाईए कि इस प्रक्षेप-बेग के लिए धरातल पर महत्तम परास ॥२' का मान खिल 207 है और 
॥ । & 


यदि ० इस महत्तम परास के संगत, प्रक्षेप-कोण है, तो 
9 

प्र ॥:£ 

00:5-7; और 20 5-८ 

हरि | 





2: ,5..52 
, एक कण ४ वेग से & उन्नयन कोण पर फेंका जाता है। सिद्ध कीजिए कि यदि #<“ बे पक > तो कण 
। | ््‌ 


पहली बार # ऊँचाई पर पहुँचने के पे पध औ।  0-28/# 3 ७-28# , समय बाद पुनः # ऊँचाई पर पहुँचता है। 


, एक पत्थर » बेग से 8 उन्नयन कोण पर समतल धरातल के बिंदु 0 से फेंका जाता है ताकि वह 0 से ८ दूरी 


पर स्थित किसी दीवार के बिंदु ? से टकारए। यदि बिंदु ए की धरातल से ऊँचाई & हो, तो सिद्ध कीजिए कि 
जप (७ 900089-8 008 0) 84 मर 


एक कण इस प्रकार फेंका जाता है कि, उसका प्रक्षेप-बिंदु से जाने वाले क्षितिज धरातल पर परास [२ है। यदि 


2 
हे "3 (0, 5) 
०७,) संभव प्रक्षेप-कोण हों और ॥,/2 संगत उड्डयन काल हों, तो दर्शाइए कि 8 +४2... ॥0(0०+)) 


0 मी ऊँची किसी क्षेतिज सुरंग के भीतर 70 मी/से के वेग से फेंके गए एक पत्थर का महत्तम परास ज्ञात 


. कीजिए। संगत उड्डयन काल भी ज्ञात कौजिए। 


एक तोप, किसी गोले को प्रारंभिक मजल (नालमुख) वेग ४ से दागती है। दर्शाइए कि वह महत्त्म क्षेतिज दूरी, 


जिस पर # ऊँचाई पर स्थित किसी विमान को, मारा जा सकता है “ ,४२ -28#, है और उस समय तोप 
४ हू 


। है 


का उन्नयन कोण [शा 





। व “286 
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भाग €' ( अध्याय 7-49 )|. 
ऐच्छिक - गैर विज्ञान-छाज्रों के लिए 






वार्षिकी क्‍ 





7.] भूमिका (पञ'0वंप्रलांणा) 


हम पहले से ही जानते हैं कि एक वित्तीय संस्थान में जमा की गई राशि पर चक्रवृद्धि ब्याज का परिकलन 
कैसे किया जाता है, परंतु सामान्यतः, व्यक्ति भविष्य की वचनबद्धता, कर्तव्यों एवं उत्तरदायित्वों जैसे-बच्चों 
की उच्च शिक्षा, अपने बच्चों का विवाह, घर खरीदना, वृद्धावस्था के लिए एक समय में अधिक धन-राशि 
नहीं बचा सकते हैं। इसलिए, व्यक्ति विभिन्‍न वित्तीय संस्थानों में विभिन्‍न समयों पर छोटी-छोटी धनराशि जमा 
करते हुए “बचत करते हैं। दूसरी ओर व्यक्ति कुछ वस्तुएँ; जैसे -- मकान, कार, टेलीविजन इत्यादि ऋण पर 
खरीद लेते हैं और किस्तों में लौटाते हैं। यह सभी लेन-देन “वार्षिकी' शीर्षक के अंतर्गत आते हैं। प्रस्तुत 
अध्याय में हम वार्षिकी के विभिन्‍न प्रकारों अर्थात्‌ साधारण वार्षिको, देय वार्षिकी, आस्थगित (७७760) 
वार्षिकी और शोधन निधि (आं7रांपंग्ठ 7770) पर विचार करेंगे। 


87.2 बापषिकी (#आमाणा(॥) 


समान राशियों के भुगतान का अनुक्रम, जो समान समयांतरालों पर किया जाता है, वार्षिकी कहलाता है। 
आवर्तक जमा खाते का भुगतान, गृह ऋण का मासिक किस्तों में. पुनर्भुगतान, मासिक या अदर्धवार्षिक बीमा 
किस्त का भुगतान इत्यादि वार्षिकी के उदाहरण हैं। आइए, अब हम वार्षिक के कुछ आधारभूत शब्दों पर 
विचार करें। 


3, आज््ती भुगतान (शहापष्धां८ ?ब४पाशा।) एक वार्षिकी के प्रत्येक भुगतान का परिमाण वार्षिकी का 
आवर्ती भुगतान कहलाता है। उदाहरणं के लिए, यदि किसी बीमा पालिसी की 5000 रु की प्रीमियम राशि 
प्रतिवर्ष जनवरी में भुगतान की जाती है तो 5000 रु वार्षिकी का आवर्ती भुगतान है। 


भुगतान आखर्त (20ए9ला। ए2१00) दो क्रमागत वार्षिकी भुगतान तिथियों के मध्य का समय, इसकी 
. भुगतान आवर्त या भुगतान अंतराल कहलाता है। भुगतान आवर्त वार्षिक, अद्र्धवार्षिक, ज्रैमासिक, मासिक, . 
.. दैनिक इत्यादि हो सकता है। 


3, अवधि (७७७) प्रथम भुगतान आवर्त के प्रारंभ से अंतिम भुगतान आवर्त के अंत तक का कुल समय 
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वार्षिकी की अवधि कहलाता है। यदि जीवन बीमा निगम की पालिसी का प्रीमियम 20 वर्ष के लिए प्रतिवर्ष 
जून में दिया जाता है तो भुगतान आवर्त वार्षिक तथा अवधि 20 वर्ष है। 

4. वार्षिकी का मिश्रधन (&ग्रा0णा॥ एव ॥ शाशा।9) वार्षिकी का मिश्रधन (भविष्य मूल) वह कुल 
धनराशि है जो वाषिकी की अवधि समाप्ति पर देय होगी जबकि प्रत्येक देय किस्त अवधि कौ समाप्ति तक 
चक्रवृद्धि ब्याज पर रखी जाती है। उदाहरण के लिए, एक व्यक्ति 6 वर्ष के लिए अपने बचत बैंक खाते 


में प्रतिमाह 700 रु जमा करता है और 6 वर्ष बाद वह 8000 रु प्राप्त करता है तो 8000 रु वार्षिकी की भविष्य 
मूल्य राशि-मिश्रधन है। 


5, वार्षिकी का वर्तमान मूल्य (0९४श॥ ९थ्वोप्न९ ७ 0 क्गाएां।५9) वार्षिकी का वर्तमान मूल्य निश्चित 
समय-आवर्त के बाद होने वाले समान आचर्ती भुगतानों के अनुक्रम का प्रचलित मूल्य है। उदाहरण के लिए, 


सुनील 0,000 रु के ऋण चुकाने के लिए एक वर्ष तक 00 रु प्रति माह देता है तो 0,000 रु वार्षिकी 
का वर्तमान मूल्य है। 


7.3 वार्षिकी के प्रकार (॥99७४ ० &79ण्म५) 


() साधारण बार्षिकी (0-त॥7879 भाएएा५) वह वार्षिकी जिसमें भुगतान प्रत्येक भुगतान आवर्त के बाद 
होता है, साधारण वार्षिकी कहलाती है। उदाहरणतः गृह ऋण तथा कार ऋण का समान किस्तों में पुनर्भुगतान। 


(0) देय वार्षिकी (४0ाए४/० 00०) वह वार्षिकी जिसमें भुंगतान प्रत्येक आवर्त के प्रारंभ में किया जाता है, ु 
देय वार्षिकी कहलाती है। बीमा पालिसी के प्रीमियम का भुगतान, बैंक तथा डाकखाने में आवर्ती जमा का 
भुगतान देय वार्षिकी के उदाहरण हैं। 


(#) आस्थगित वार्षिकी (0८००१ धागा) वह वार्षिकी है जिसमें भुगतान समय के निर्दिष्ट संख्या 
में समय आवतों के बीतने के पश्चात प्रारंभ होता है। भारतीय जीवन बीमा निगम की सेवा चृत्ति योजना 
आस्थगित वार्षिकी का एक उदाहरण है। 


इस प्रकार, वार्षिकी की निम्नलिखित विशेषताएँ हैं - 
() आवर्ती प्राप्तियाँ / भुगतान (या किस्तें) समान राशि की होती हैं। 
(9) किस्त प्रत्येक समय के अंत में या प्रारंभ में देय होती हैं। 
(0) दो क्रमागत या उत्तरवर्ती किस्तों के मध्य समयांतराल समान होता है। 
(0) प्रत्येक अंतराल के अंत में ब्याज निरंतर संयोजित होती है। 


अगले अनुच्छेदों में हम विभिन्न प्रकार की वार्षिकी के मिश्रधन और वर्तमान मूल्य के लिए सूत्र व्युत्पन्न 
ज्गे। 


वार्षिकी 867 
]7.4 साधारण वार्षिकी ( (एवॉफबाए३ #ैआञगां५) 
7.4.! साधारण वार्षिकी का मिश्रधन (47०फाप ली बक् ठर्बंए्ाकाज ८॥7८य)) एक साधारण वाषिकी 
का सिश्रंधन वार्षिकी की अवधि के अंत तक कुल किए भुगतानों और उन पर ब्याज का योग है। 


आइए हम ॥२ रु प्रति आवर्त की # आवर्तों वाली # प्रति रुपया प्रति आवर्त की दर से ब्याज की एक 
साधारण वार्षिकी पर विचार करें। प्रथम भुगतान प्रथम आंवर्त के बाद किया जाएगा और इसी प्रकार, अब हम 
प्रत्येक किस्त की भविष्य धनराशि और वार्षिकी मिश्रधन को ज्ञात करने के लिए आकृति 7, पर 
विचार करेंगे- 


0 प्रथम द्वितीय तृतीय . * “आवर्त- (#-).. क#तँ 
(रा आकार 65% ० ० ० ४2439 छा 


साधारण वार्षिकी की अवधि 
आकृति पर. 
रा वर्वमान भुगतान 7२ ( रुपयों में) | ४ आवर्त के अत में मिश्रधन ह 
। । ः (रुपयों में) 
अल | ए(++)77 
दूवितीय- कल 


(४ - [)7 | ह रा (+7) 
#7 (अंतिम भुगतान)... निज ए्‌ 





चूंकि प्रत्येक आवर्त के बाद भुगतान किया जाता है, इसलिए ये उस आवर्त, जिसके बाद मूल राशि जमा 
की जाती है, का ब्याज अर्जित नहीं कर पाते हैं। अतः प्रथम भुगतान (४- !) आवर्तों का # प्रति रु प्रति 
आवर्त की दर से चक्रवृद्धि ब्याज अर्जित करेगा और निरंतर इस प्रकार वार्षिकी की कुल भविष्य धनराशि 
. (मिश्रधन) & 
2 नरि+रि([++) + रि(।+#)2+ . . ... . ली |, + रि(] + कोश! 
से प्रद॒त्त है। 
चूंकि यह एक # पदों की गुणोत्तर श्रेढ़ी है जिसका प्रथम पद ॥२ तथा गुणोत्तर. अनुपात (+9+) है, इसलिए 


न | (कट | ध | (करण जय | 
4+/+- १ 


868 गणित 


यदि आवर्ती भुगतान रु है, तों वार्षिकी का मिश्रधन अल  , 
५ 7 


७ है। प्रतीक 8. को "5, पर 


कोण #" पढ़ा जाता है। [१ रु प्रति भुगतान आवर्त की # आवर्तों के लिए # प्रति रुपद्मा प्रति आवर्त की ब्याज दर 
से साधारण वार्षिकी का मिश्रधन 88 5; से प्रदत्त है। 


टिप्पणी... 
8. 5- के मान कां परिकलन विभिन्‍न दरों पर विभिन्‍न समय आवर्तों के लिए की गई है और सारणियों 
के रूप में संकलित किया गया है। इन सारणियों को वार्षिकी सारणी* कहते हैं। 


2, अधिकतर प्रश्न वार्षिकी सारणी का लघुगणंक सारणी के प्रयोग से हल किए जा सकते हैं, परंतु. उत्तरों 
में बहुत थोड़ा अंतर आ सकता है। वार्षिकी सारणियों का प्रयोग अच्छा है क्योंकि इससे गणना कार्य कम 
हो जाता है। परंतु, विद्यार्थियों को दोनों प्रकार की सारणी से अभ्यास हेतु कुछ प्रश्नों को वार्षिकी सारणी 
के प्रयोग से जब कि अन्य प्रश्नों को लघुगणक सारणी के प्रयोग से हल करेंगे। 


डबाहरण | प्रत्येक 3 माह के अंत में देय 400 रु वाली, 6 वर्ष के लिए, 8% वार्षिक ब्याज की दर से 
 त्रैमासिक संयोजित एक साधारण वार्षिकी का मिश्रधन ज्ञात कीजिए। 


. हल हमें ज्ञात है कि & 57२ 3;, 


यहाँ ए 5 400, / 5 सा -0.02 और #6 4524 


इसलिए * » #& 5400 5590 पे 


400 » 30.429 5 [268.76 
अतः, वार्षिकी का मूल्य (मिश्रधन) 5-268,76 रु है। 
वैकल्पिक विधि 


हमें ज्ञात है कि. ८०" | 


की ्ि 0.08 
यहाँ... 8०400, #₹ “75002, और #56%4< 24 


: * वार्षिकी सारणियाँ पुस्तक के अंत में प्रदत्त हैं। 
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(+ 0.02) ...] 
0.02 


मात लीजिए 5 (.02)% 








तब ]028 & 5 24 02 .02 
+ 24 » 0.0086 5 0.2064 
का » 5 थाग08 0.2064 5 .608 
कु का .608- ] 
ष 0.02 
बन 
ने 7 "260 


अत;, वार्षिकी का मूल्य (मिश्रधन) 5 260 रु है। 


टिप्पणी उदाहरण । में, दोनों विभिन्‍न विधियों से हल करने पर प्राप्त मिश्रधनों में हम 8.76 रु का अंतर पाते 
हैं। दोनों मिश्रधन सन्निकट धनराशि के हैं अत: अंतर नगण्य है। 


उदाहरण 2 प्रत्येक वर्ष के अंत में कितनी धनराशिं बचाई जाए ताकि 5% वार्षिक ब्याज दर से प्रतिवर्ष 
संयोजित करने पर 8 वर्ष के बाद मिश्रधन ,48,970 रु हो जाए। (लघुगणक सारणी का प्रयोग कीजिए) 


। [+/)0” -] 
हल हमें ज्ञात है कि “5 ४ /०:४| 


यहाँ 8 5 48970, /5 0.05 और #58 
 (+0.05) -। (.05 -] 
श्डे ॥ 24 ई- >- जंयपिभि-िनाए 
इसलिए 48970 [हक किया पता 


मान लीजिए. £5 (],05)5 
तब 0082 >₹ 8 ॥02 .05 5 8 & 0,022 5 0.696 
्डु >> धापर ०४ 0.696 5 .478 
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है त.478-! 
इस प्रकार, हम पाते हैं।48970 < गई 
]489703८0.05 
हि ८४-77 >]5582,64 
६५ 0.478 


अतः, 5582,64 रु प्रत्येक वर्ष के अंत में बचाए जाएँ। 


7.4.2 एक साधारण वार्बिकी का वर्तमान मूल्य (#7€४९॥# एक्ट ता बक्ष 7बासद्ाए ब्राआग्रोए) 
कभी-कभी कोई व्यक्ति निश्चित समय आवर्तों के लिए किए जाने वाले समान आवर्ती भुगतानों का वर्तमान 
मूल्य ५ ज्ञात करना चाह सकता है। एक वार्षिकी के वर्तमान मूल्य को धनराशि ५ से निरूपित किया जाता 
है। वार्षिकी का वर्तमान मूल्य या पूँजी मूल्य सभी भुगतानों के वर्तमान मूल्यों का योग होता है। एक वार्पिकी 
के वर्तमान मूल्य के लिए व्यापक सूत्र हेतु आइए हम # प्रति रुपया प्रति आवर्त की ब्याज दर से (रु के 


: प्रत्येक # भुगतानों वाली एक वार्षिकी जिसका प्रथम भुगतान प्रथम आवर्त के बाद देय है पर विचार करें 
(आकृति 7.2)। ह 


दर कल ॥॒ वां 
0 प्रथम दूवितीय आवर्त (0- |) हाँ 
7 फहच्णातक एर्फ तक! "' एणए्शाजाजातकफआाण फू (५० 
मन साधारण वार्षिकी की अवधि ..............................0.....0.0.............. 
आकृति 7.2 


जहाँ एक वार्षिकी की प्रत्येक किस्त राशि रु है और ५,, ५,, .. ., ७, क्रमशः प्रथम, द्वितीय, . . ., 
#वें भुगतानों के वर्तमान मूल्य हैं। 


१ 
प्रथम भुगतान का वर्तमान मूल्य र शै ८ लक 


म्ध ५. 02 2 एकल जा 
द्वितीय भुगतान का वर्तमान मूल्य: 2 त्क्सोः 


छ्‌ 
# वें भुगतान का वर्तमान मूल्य 5 ४५7 त् (आकृति 37.2) 


इसलिए एचल्एकए,क.,..+ए५०, 


वार्षिकी शा 


रि्‌ रे रि 
र्कः के 


पक तक: तक 








चूंकि यह # पदों की गुणोत्तर श्रेढ़ी है जिसका प्रथम पद्‌ पा; और सार्व अनुपात पा है, इसलिए 


व 


_र हे पक न्प्म्प्ण 





[कह | [_ । 
]+ 


हा 


इस प्रकार, 7२ रु प्रति भुगतान आवर्त, # आवर्तों वाली # प्रति रु प्रति आवर्त के ब्याज दर से एक 
साधारण वार्षिकी का वर्तमान मूल्य 


]-(+#) 
9 जे [नप्ट -२ हे 


!' 
से प्रद्त् है। 

प्रतीक 4;,, , । रु प्रति भुगतान # आवर्तों वाली # प्रति आवर्त पर एक साधारण वार्षिकी के वर्तमान मूल्य 
को प्रदर्शित करता है। | 

टिप्पणी ०2:., के मान की विभिन्‍न दरों ओर समय आवर्तों के लिए गणना की जाती है और सारणी के 


कि 


रूप में संकलित की जाती है। इन सारणियों को वार्षिकी सारणी कहते हैं। 


उसलाहरण 3 200 रु प्रति वर्ष, 70 वर्षों के लिए2 % वार्षिक ब्याज की दर से वार्षिक संयोजित एक 
वार्षिकी का वर्तमान मूल्य ज्ञात कीजिए। (लघुगणक सारणी कां प्रयोग कीजिए) 


हल हम पाते हैं ० - 7 [02] 


यहाँ ए - 200, # ८ 0, # ८ 0.2 


8-60+0.2/" | -6.2)॥' 
“इसलिए ५५८2009< कि जा 5 200+< [की 


872 गणित 
अर्थात्‌ >> (.2)7% 
तब ॥08 27-0 02 .2 


+- ]0 »« 0.0492 5 - 0,492 5८ .508 


अतः 3 # 27008 .508 र 0.322] 
। -0.322[_ 20020.6779 
प्रकार, हम पाते हैं ४ 52009८--“77 तह 77घ्र 76779 
0 हे 5 0.2 0.2 


अतः, साधारण वार्षिकी का वर्तमान मूल्य > 6779 रु है। 


उदाहरण 4 एक. महिला 30,000 रु 65% वार्षिक ब्याज पर उधार लेती है तथा ऋण को 20 समान वार्षिक 
किस्तों में लौटाने का आश्वासन देती है। प्रथम किस्त प्रथम वर्ष के अंत में देय है। प्रत्येक किस्त का मान 
ज्ञात कीजिए। (वार्षिक सारणी का प्रयोग कौजिए) 


हल हम पाते हैं, ५७ २०; 


यहाँ . (० > 30000, / प़ + 0.06, # ₹ 20 
इसलिए... 30000 5 ६ 560७ + हि * .4699 

द न 200 दा विडेओ 
घ् । .4699 बे 


अतः प्रत्येक किस्त का मूल्य 265.54 रु. है। 


प्रश्नावली 7. 
4. निम्नलिखित साधारण वार्षिकियों की भविष्य धनराशि (मिश्रधन) ज्ञात कीजिए: 
(3) !000 रु प्रतिवर्ष, 5 वर्ष के लिए जो 7% वार्षिक ब्याज की दर पर, वार्षिक संयोजित हो। 
(9). 500 रु प्रति तिमाही, 0 वर्ष के लिए जो 8% वार्षिक ब्याज की दर पर, ज्रैमासिक संयोजित हो। 
(०) 4000 रु प्रत्येक छमाही, 5 वर्ष के लिए जो 5% वार्षिक ब्याज की दर पर, छमाही संयोजित हो। 


2, 500 रु प्रत्येक त्तीन माह के अंत में देय 4 वर्षों तक 6% वार्षिक ब्याज"की दर से त्रैमासिक संयोजित। (वार्षिकी ढ 
सारणी का प्रयोग कीजिए) | 


, 3 महोदय ४ ने एक वित्तीय कंपनी में 000 रु प्रत्येक माह के अंत में जमा किया। कंपनी 2% प्रतिवर्ष की 


दर से, मासिक चक्रवृद्धि संयोजित ब्याज देती है। 2 वर्ष के अंत में कुल धनराशि क्‍या होगी? (वार्षिकी सारणी 
का प्रयोग कीजिए) 


4. एक बैंक 6% प्रतिवर्ष की दर से, त्रैमासिक चक्रवृद्धि संयोजित, ब्याज देता है। 3 ब्षों के लिए प्रत्येक त्रैमासिक 
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के अंत में देय समान भुगतान क्‍या होगा, यदि एक व्यक्ति 5,000 रु 3 वर्षों की समाप्ति तक रखना चाहता 
है। (लघुगणक सारणी का प्रयोग कीजिए) 


3, श्रीमती सुलोचना, अपने अवकाश ग्रहण, जो 6 वर्ष बाद होना है, पर एक घर निर्माण के लिए, 6,00,000 रु 
एकत्रित करना चाहती है। उक्त रुपया पाने के लिए प्रत्येक वर्ष के अंत में उन्हें कितनी धनराशि जमा करनी 
चाहिए, जबकि कंपनी 5% वार्षिक चक्रवृद्धि ब्याज देती है। (लघुगणक सारणी का प्रयोग कीजिए) 


6. प्रत्येक वर्ष के अंत में कितनी धनराशि जमा करनी चाहिए यदि आठवीं जमा राशि तक 20,000 रु एकत्रित हो, 
यदि ब्याज 0% वार्षिक दर से प्रतिवर्ष संबौजित किया जाता है? (लघुगणक सारणी का प्रयोग कीजिए) 

4, 5000 रु प्रति वर्ष, 2 वर्ष के लिए, 4% वार्षिक ब्याज की दर से प्रतिवर्ष संयोजित होने वाली एक वार्षिकी 
का वर्तमान मूल्य ज्ञात कीजिए। (वार्षिकी सारणी का प्रयोग कीजिए) 

8. प्रत्येक छमाही के अंत में 800 रु देय 5 वर्षों के लिए एक वार्षिकी के वर्तमान मूल्य को ज्ञात कीजिए यदि 
ब्याज 6% वार्षिक की दर से अदर्धवार्षिक संयोजित है। (वार्षिकी सारणी का प्रयोग कीजिए) 

9, एक वार्षिकी, जिसमें 0 वर्षों तक प्रत्येक तीन माह के अंत में 200 रु देय हो, का वर्तमान मूल्य ज्ञात कीजिए! 
जबकि ब्याज 6% वार्षिक की दर से ज्रैमासिक संयोजित हो। (लघुगणक सारणी का प्रयोग कीजिए) 

80, 2400 रु प्रतिवर्ष, 2 वर्ष के लिए,6% वार्षिक ब्याज की दर से प्रतिवर्ष संयोजित एक साधारण वार्षिकी का 
वर्तमान मूल्य ज्ञात कीजिए। (लघुगणक सारणी का प्रयोग कौजिए) 

88. एक 0,000 रु का ऋण 5% वार्षिक चक्रवृद्धि ब्याज की दर से 2 समान वार्षिक किस्तों में चुकाया जाता 
है जो प्रथम वर्ष के अंत से प्रारंभ होती हैं। प्रत्येक किस्त की राशि ज्ञात कीजिए। (वार्षिकी सारणी का प्रयोग 
कीजिए) 

2, एक आदमी एक घर खरीदता है तथा इसको गिरबी रखकर 8,00,000 रु का ऋण लेता है जिसका 2 वर्षों 
में समान वार्षिक किस्तों में 9% वार्षिक चक्रवृद्धि ब्याज की दर से पुनर्भुगतान किया जाएगा। प्रतिवर्ष कितनी 
राशि देय होगी? (लघुगणक सारणी का प्रयोग कौजिए) 

$3. एक घर 2,20,000 रु के नकद भुगतान पर तथा 0,000 रु की समान 2 त्रैमासिक किस्तों पर बेचा जाता है 
घर का नकद मूल्य ज्ञात कीजिए यदि धनराशि 6% वार्षिक ब्याज की दर से त्रेमासिक संयोजित है। (लघुगणक 
सारणी का प्रयोग कीजिए) ह 
(संकेत: नकद मूल्य 5220000+9५) 

84. मोहम्मद खान ने एक कार 20,000 रु का नकद भुगतान करते हुए खरीदी और अगले 8 माह तक 2000 रु 


प्रति माह भुगतान करने का वचन दिया। यदि विक्रेता 8% वार्षिक ब्याज की दर से मासिक संयोजित ब्याज 
लेता हो तो कार का नकद मूल्य कया है? (लघुगणक सारणी का प्रयोग कीजिए) 


॥7.5 देय वार्षिकी (पाए 908८) 


']7.5.] देय वार्षिकी का मिश्रधन (4-०7 रीब्म क्रम्ा्पं? 4४०) इस अनुच्छेद में हम उस वार्षिकी 
की भविष्य धनराशि (मिश्रधन) ज्ञात करेंगे जब भुगतान प्रत्येक आवर्त के प्रारंभ में किया जाता है। 
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एक देय वार्षिकी के भविष्य मूल्य (मिश्रधन) के सूत्र के विकास (व्युत्पन्न) करने के लिए, आइए 
हम एक खाते में प्रत्येक आवर्त के प्रारंभ में भुगतान की गई धनराशि ॥२ रु जो # आवर्तों के लिए #» प्रति 
रुपया प्रति आवर्त की दर से जमा की जा रही है, पर विचार करें (आकृति 7.3)। 









ह “आवर्त - #-0| (0 ,.वो 
0 प्रथम द्वितीय तृतीय  . ... 0 
है है हर हरे * है कहे ० 
५ िलननजनप न ++++++++++३०+ बेय वा विकी को अवधि +२+२+२+२वपन्+सन39+9ला> ८२ +०न्‍लस 
आकृति ॥7.35 हे 
रु का वर्तमान भुगतान  #वें आवर्त के अंत में धनराशि 


(रुपयों में) 
77(]+#)7 
६१(++)” 7, 


(7-9 । | 0२(+7)* 
[२(]+ #) 
यह सुस्पष्ट है कि प्रथम भुगतान # प्रति रुपया प्रति आवर्त की दर से # .आवर्तो के लिए संयोजित ब्याज 
अर्जित करेगा। इस प्रकार देय वार्षिकी का कुल मिश्रधन & 

6 हल रि([+7)+ रि([ +7)7+ ... +२(। + 7)" 


हु न जो 
]+#++-३ 


_ए प+ही व व े 
नल ५ ना (द्क -!) . 


उदाहरण 5 प्रत्येक 3 माह के प्रारंभ में एक बचत खाते में, जो 8% वार्षिक की दर से ज्रैमासिक चक्रवृदूधि 
ब्याज देता है, 2000 रु जमा किए जाते हैं। 3 वर्ष बाद खाते में जमा धनराशि ज्ञात कीजिए। (वार्षिकी सारणी 
का प्रयोग कीजिए) ; 
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इल हम पाते हैं, 4 57२ (5;3, न ) 
ट 0.08 
यहाँ ॥0२ 5 2000, ? 5 न < 0.02 70 # 5 2 


इसलिए #& 2000 (तप - ।] > 2000 [4.6803 - ]] 
+ 2000» 3.6803 5 27360.60 
इस प्रकार, अंत में खाते में जमा धनराशि 27360.60 रु होगी। 


उवाहरण 6 प्रत्येक 6 माह के प्रारंभ में देय, 20,000 रु के लिए एक वार्षिकी का, 8 वर्षों के लिए समान 
भुगतानों वाली परिकलन किया जाता है। यदि ब्याज 8% वार्षिक दर से अर्धवार्षिक संयोजित हो, तो. प्रत्येक 
भुगतान कितना है? (लघुगणक सारणी का प्रयोग कीजिए) 


8 
हल हम पाते हैं. & 7 [स्टिस- ' 


यहाँ 4 * 20000, “25009 ८४585 25]6 


(+0.09) -] |. (.09) -। 
इसलिए... 20000 5 * | 0 तह 


मान लीजिए, £ 5 (.09)7 
तब 02% 708 .09 5 7 < 0,0374 5 0.6358 
अतः; < क दाी02 0.6358 5 4,323 





इस प्रकार, हम पाते तो कल न का | चले, | ।| 
ह 0.09 0.09. 


हरि (36.92 -]) +२ & 35.92 


20000 
या है८+प--्5356.79 
35.92 
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अतः, प्रत्येक भुगतान 556.79 रु का है। 


7.5.2 देय वार्षिकी का वर्तमान मूल्य (#€ए४श४ई४ एद्रापट ए॒ ब# - क्राओपए बारे देय वार्षिकी का 
वर्तमान मूल्य प्रत्येक आवर्त के प्रारंभ में किए गए समस्त भुगतानों का योग है। देय वार्षिकी के वर्तमान मूल्य 
के लिए सूत्र प्राप्त करने से पूर्व, आइए हम # आववतों के लिए, # प्रति रुपया प्रति आवर्त की दर से रु 
प्रति आबर्त की देय वार्षिकी पर-विचार करें, जबकि प्रथम भुगतान प्रथम आवर्त के प्रारंभ में देय है। 


प्रथम भुगतान का वर्तमान मूल्य रू रे 


|१4 
द्वितीय भुगतान का वर्तमान मूल्य ८ वन 


कर. 
(कह 


इस प्रकार, / प्रति रुपया प्रति आवर्त की ब्याज दर से प्रत्येक२ रु के # भुगतानों पर देय वार्षिकी का वर्तमान 
मूल्य ५, ह 


'हवें भुगतान का वर्तमान मूल्य « 


नाक बा छ 


की इक पण्च्या ३ 
4+7' ([+#) (१+/) 





4+# 


) 
न चल) दि द 


]- 5 


4+7 


] व जगत का 7 ">(2-]) 
-' +7) शा | "शा लय ! 


या तुल्यतः ५४ ए[१+०; .] 


उदाहरण 7 6 वर्षों के लिए 000 रु प्रति तिमाही भुगतान वाली देय वार्षिकी का वर्तमान मूल्य क्या होगा 
यदि राशि 8% वार्षिक ब्याज की दर पर प्रति तिमाही संयोजित होती हो? (वार्षिकी सारणी का प्रयोग कीजिए) 
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हल हम पाते हैं, ७ र[+० ॥] 
2 0.08 
यहाँ 8८ 000, #/5“750.02, #56 24524 


इसलिए, ५४ 000 ( + 4750,02 ै 


+ 000 (+ 8.2922) - 000 (9.2922) 5 9292.20 
इस प्रकार, वार्षिकी का वर्तमान मूल्य 49292.20 रु है। 
उदाहरण 8 5,00,000 रु मूल्य के घर को खरीदने के .लिए 8 वर्ष तक प्रत्येक माह के प्रारंभ 'में क्या समान 


भुगतान करना होगा यदि ब्याज 2 % वार्षिक दर से मासिक संयोजित होता हो? (लघुगणक सारणी का 
प्रयोग कीजिए) 


दक -(४-)) 
हल हम पाते हैं, ७ २ | + प्ध्प्स्ल 


7 


0.2. 
यहाँ ५७500000, 757 50.0], #58 * 25 96 





इसलिए 500000 शा + 


95 
ही | +-(.0/) | 
0.0 


मान लीजिए »& ₹ (].04)5 


-(+0.0) 269 
0.0 


तब ]08 > ₹- 95 08 .0] -- 95 < 0.0043 
- 0.4085 5 7.595 


या ॥ > दरापए0४ .59]5 + 0.3904 
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इस प्रकार हम पाते हैं 500000- ् + 


या 


-0.3904 | 
0.0 





0.6096 
न रण + | # रे(]+60.96) 
0.0] 





00 
तर न 8069,72 
96 


अतः, वांछित भुगतान 8069.72 रु है। 


| प्रशनावली ॥7,2 
प्रत्येक वर्ष के प्रारंभ में 5,000 रु देय वाली एक वार्षिकी का 6 वर्ष बाद मिश्रथन ज्ञात कीजिए यदि ब्याज 5% 
वार्षिक की दर से संयोजित होता हो। (वार्षिकी सारणी का प्रयोग कीजिए) 


प्रत्येक माह के प्रारंभ में एक पोस्ट ऑफिस के बचत खाते में 500 रु जमा किए जाते हैं जिस पर 2% वार्षिक 
दर से ब्याज मिलता है और ब्याज मासिक संयोजित होता है। 6 वर्ष बाद खाते में जमा राशि ज्ञात कीजिए। 
(लघुगणक. सारणी का प्रयोग कीजिए) 


4 वर्षों के लिए, 8000 र प्रत्येक वर्ष के प्रारंभ में, 8% वार्षिक ब्याज की दर पर, जहाँ ब्याज वार्षिक संयोजित 
होता है, एक खाते में जमा किए जाते हैं। वाषिकी की भविष्य राशि (मिश्रधन) ज्ञात कीजिए। (वार्षिकी सारणी 
का प्रयोग कीजिए) 


'एक बैंक 6% वार्षिक दर से तिमाही संयोजित होने वाला ब्याज देता है। ज्ञात कीजिए कि 6,000 रु संचय करने 
के लिए 0 वर्ष तक प्रत्येक तिमाही के प्रारंभ में क्या जमा किया जाए? (वार्षिकी सारणी का प्रयोग कीजिए) 


0 वर्ष की अवधि की देय वार्षिकी के भविष्य मूल्य 0,000 रु के लिए छमाही भुगतान निश्चित कीजिए, यदि 
ब्याज 6% वार्षिक दर से अर्धवार्षिक संयोजित होता है। (लघुगणक सारणी का प्रयोग कीजिए) 


एक बैंक 8% वार्षिक दर से तिमाही संयोजित होने वाला ब्याज देता है। ज्ञात कीजिए कि 5 बर्ष में ।2,000 रु 
पाने के लिए प्रत्येक तिमाही के प्रारंभ में कितने रुपए जमा किए जाएँ। (लघुगणक सारणी का प्रयोग कीजिए) 


0 वर्ष के लिए, प्रति छमाही के प्रारंभ में देय 5 ,000 रु की वार्षिकी का वर्तमान मूल्य ज्ञात कीजिए, यदि ब्याज 
6% वार्षिक दर से अर्धवार्षिक संयोजित होता हो। (लघुगणक सारणी का प्रयोग कीजिए) 


एक व्यक्ति ने एक घर खरीदा, जिसके लिए वह 5 वर्ष तक प्रत्येक माह के प्रारंभ में 5,000 रु का भुगतान करने 
को तैयार हो गया। प्रथम किस्त का भुगतान तुरंत करना है। यदि ब्याज 6% वार्षिक दर से मासिक संयोजित हो 
तो घर का नगद मूल्य ज्ञात कौजिए। (लघुगणक सारणी का प्रयोग कीजिए) 


एक बीमा पालिसी की 600 रु की प्रति तिमाही किस्त 5 वर्ष की अवधि के लिए प्रत्येक तिमाही के प्रारंभ में 
देय होती है। यदि ब्याज 6% वार्षिक, दर से त्रैमासिक संयोजित हो तो बीमा की गई धनराशि ज्ञात कीजिए। 
(लघुगणक सारणी का प्रयोग कीजिए) 
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80. 50,000 रु की वर्तमान मूल्य वाली वार्षिकी, जिसकी अवधि 5 वर्ष है, के लिए मासिक भुगतान निश्चित कीजिए 
यदि ब्याज 9% वार्षिक दर से मासिक संयोजित हो। (लघुगणक सारणी का प्रयोग कीजिए) 


(संकेत 2.050 
(संकेत :08 .0075 50०8 हु 





) 


॥, 4,00,000 रु मूल्य के भूमि के दुकड़े के लिए 0 बर्ष तक प्रत्येक वर्ष के प्रारंभ में क्या भुगतान किया जाए, 
यदि राशि पर ब्याज 7% वार्षिक की दर से प्रतिवर्ष संयोजितः हो। (लघुगणक सारणी का प्रयोग कीजिए). 


82. किसी आदमी ने एक 2,00,000 रु मूल्य की कार खरीदी और इसका 20 समान अर्धवार्षिक किस्तों में पुनर्भुगतान 
करने को तैयार हुआ। प्रथम किस्त का भुगतान तुरंत कर दिया गया। प्रत्येक किस्त का मूल्य ज्ञात कीजिए, यदि 
ब्याज 6% वार्षिक दर से प्रति छमाही संयोजित हो। (वार्षिकी सारणी का प्रयोग कीजिए) 


06 आस्थर्मित बार्पिकी (फललाफछ। &प्रणप्रा(५) 
आस्थगित वार्षिकी में प्रथम भुगतान निर्दिष्ट आवर्त के अंत तक स्थगित कर दिया जाता है। यदि एक # भुगतान 


वाली वार्षिकी # आवरतों के बाद प्रारंभ हो और प्रति आवर्त बाद # आवर्तों तक नियमित रूप से भुगतान 
किए जाएँ तो ऐसी वार्षिकी # आवर्तों द्वारा स्थगित # भुगतानों वाली आस्थगित वार्षिकी कहलाएगी। 





“ आवर्त “४ 
आस्थगित वार्षिको अवधि का 
लिन नल ग *%. ९ 8029 द्वितीय तृतीय  ,, मी अमन 
प्रथम दुवितीय तृतीय का (क+)7 (#+2) (#+7) 
““““““" स्थगन अंतराल 
आकृति 47.4 


आस्थगित वार्षिकी के अब और अवधि प्रारंभ के मध्य का समय-अंतराल स्थगन अंतराल (रा्नएथे ० 
१०था7०7) (आकृति 7.4) कहलाता है जो प्रथम भुगतान के देय होने से एक आवर्त पूर्व समाप्त हो 
जाता है। 


7.6.] आस्थगित वार्षिकी का मिश्रधन (4#०घह४ ग॒ी व बंदध्कटव बााद्ांट)) आस्थगित वार्षिकी का 
मिश्रधन इसकी अवधि के अंत में वार्षिकी का मूल्य है और यह स्थगन अंतराल पर निर्भर नहीं करती है। 
इस प्रकार, यदि एक आस्थगित वार्षिकी, प्रत्येक [२ रु भुगतान वाले # भुगतानों पर # प्रति रुपया प्रति आवर्त 
की है तथा क्र आवतों के लिए आस्थगित है तब इस वार्षिकी का मिश्रधन 8 , 


न शशि र 
7 


ि 
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से प्रदत्त है जो 7२रु प्रति भुगतान पर # आवर्तों की# प्रति रुपया प्रति आवर्त की दर से एक साधारण वार्षिकी 
का मिश्रधन है। 


उदाहरण 9 प्रत्येक 500 रु की 8 वार्षिक भुगतानों वाली वार्षिकी का प्रथम भुगतान 5 वर्षों की समाप्ति 
पर किया जाता है। वार्षिकी का मिश्रधन ज्ञात कीजिए यदि ब्याज 6% वार्षिक दर से वार्षिक संयोजित होता 
है। (वार्षिकी सारणी का प्रयोग कीजिए) 


हल हम पाते हैं &5२8;, 


यहाँ 0१ 5 500, #< 0.06, # 5 8 


इसलिए, # 5 500 243 ६ ७ + 500 » 9.8975 5 4846.25 


अत;, स्थगित वार्षिकी का मिश्रधन 4846.25 रु है। 


7.6.2 एक आस्थग्रित वार्षिकी का वर्तमान मूल्य (0/256४४ एक्ट गण ढ बंदशिफटव बम) 
आस्थगित वार्षिकी का वर्तमान मूल्य स्थगित अंतराल के प्रारंभ में वार्षिकी का मूल्य है। 


7४ आवर्तों के लिए आस्थगित, एक आस्थगित वार्षिकी के वर्तमान मूल्य के सूत्र को विकसित करने से 
पूर्व आइए हम प्रत्येक १ रु भुगतान की # भुगतानों वाली / प्रति रुपया प्रति आवर्त की दर पर एक वार्षिकी 
पर विचार करें जिसका प्रथम भुगतान, (॥४+ )' भुगतान अंतराल के बाद देय है। 


चूंकि ३ रु का प्रथम भुगतान (#+ )7 भुगतान अंतराल की समाप्ति पर किया जाता है, तो 


24 
९ रु के प्रथम भुगतान का वर्तमान मूल्य 7-7 क्रम 
(( + 7" ) शी 
ह के ए्‌ 
द्वितीय भुगतान का वर्तमान मूल्य + ---उ्ऊ 
( ]+/ ) 


हु . 


वें भुगतान का वर्तमान मूल्य ८ ->--ऊ्रा् 
क्र भु मू (( + ८ 7 का 
इसलिए, वार्षिकी का वर्तमान मूल्य ५, 
प्‌ अं १4 


अआज्ाणणजप 4 ए/ैहै्7्+7८ «० “++++++5 
(]+7 गे (+ 62 (+ 6977 । 
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॥: ्ि्‌ छ्‌ अं पर र्‌ 
मल न नी. “पापा | 7 उभभा + 367 240 | अपार न्‍क 
नि श्ल्क तल | 0+ हर 
| ]-(+ ध््ल | स्‍ -(]+/)” | 
हा हा 


्ज ्श्‌्न्द्रर 76, ] 


से प्रदत्त है। 
टिप्पणी लघुगणक सारणी के लिए, ४०-- [(+7) 7” -(+/)*/0] लिखिए। 
के । 


उदाहरण 0 प्रत्येक 6000 रु की वार्षिक भुगतानों वाली वार्षिकी का वर्तमान मूल्य ज्ञात कीजिए, प्रथम 
भुगतान 5 वर्षों की समाप्ति पर तथा अंतिम 2 वर्षों की समाप्ति पर किया जाता है जबकि ब्याज 6% वार्षिक 
दर से संयोजित होता हो। (वार्षिकी सारणी का प्रयोग कौजिए) 


हल हम पाते हैं, ७ शब्द मे ] 
यहाँ हे 6000, # ₹4, ॥॥ + ४ ₹ 2, / 0.06 


इसलिए न >मेक- 
दी अर [म१0०६ ०५०७] 


< 6000 [8.3838 - 3.465]] 
* 6000 » 4,987 5 2952.20 
अतः, वार्षिकी का वर्तमान मूल्य 2952,20 रु है। 


उदाहरण 4] एक घर को 50,000 रु नकद तथा 5000 रु की समान 0 अर्धवार्षिक भुगतानों में बेचा जाता “, 
है जिसमें प्रथम भुगतान 3 वर्ष की समाप्ति पर देय है। घर का नकद मूल्य ज्ञात कीजिए यदि ब्याज 6% वार्षिक ' 
की दर से अर्धवार्षिक संयोजित होता हो। (वार्षिकी सारणी का प्रयोग कीजिए) 


हल घर का नकद मूल्य 5 (50000 + ५) रु, जहाँ ४ आस्थगित वार्षिकी का वर्तमान मूल्य है। 


हम पते हैं, सूत्र ७ रण ग्द्रत -म्स, | 
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कु 0.06 ह 

यहा 83000, 75 “75005, कल 2. २४०३ ॥ 70 छत छत 5 
इसलिए न रग्छ० 7290 03 ] 

५ - 5000 [.9379 - 4.5797] 

नै 5000 < 7.3582 5 3679] 

अत:, मकान का नकद मूल्य (50000 + 3679) रु अर्थात्‌ 8679] रु है। 
7.7 शोधन निधि ( कोष ) (छा0;8 0) 


शोधन निधि एक ऐसा कोष है जो वित्तीय दायित्वों हेतु भविष्य की निर्दिष्ट तिथि पर भुगतान करने के लिए 
नियमित समान भुगतानों दवारा धन-संग्रह करता है। शोधन निधि का प्रयोग व्यवसाय में अत्यधिक सामान्य 
है जहाँ यह भविष्य की योजना के प्रत्याशित व्ययों जैसे मशीनों एवं संयत्रों का पुनः स्थापन, उत्पादन संयत्र 
का आधुनिकीकरण, व्यवसाय का प्रसार, ऋण पत्रों का निष्पादन इत्यादि में प्रयुक्त होता है। 


टिप्पणी यदि शोधन निधि में [१ रुपयों का नियमित भुगतान » आवरतों के बाद प्रयुक्त होना है तो शोधन निधि 
का मिश्रधन », # आवतों के लिए 7२ रु समान भुगतान वाली साधारण वार्षिकी का मिश्रधन है, अर्थात्‌ 


]+#  -] न्‍ + 
रे यम >रि8;, , जहाँ # प्रति रुपया प्रति आवर्त ब्याज दर है। - 


उद्यहरण 2 एक कंपनी 4 वर्षों में परिपक्व होने वाले 2,50,000 रु के ऋणपत्रों के भुगतान के लिए 
शोधन निधि स्थापित करती है, कोष प्रत्येक वर्ष के अंत में अंशदान करके बनाया जाता है। प्रत्येक वर्ष की 
जमा राशि ज्ञात कीजिए यदि ब्याज 8% वार्षिक हो। (लघुगणक स्रारणी का प्रयोग कीजिए) 


हल सूत्र हरि [7 | के प्रयोग से, 


यहाँ & 5 250000, #50.8, #₹ 4. 
| 4 
_ ७ (]+0.8) -। | _ | (-8) -। 
इसलिए... 250000 « अर जा 88 


मान लीजिए 5४5 (.8)# 
त़ो 008 ४54 ]08 .8 5 4 »« 0.079 5 0.2876; 
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या < न्‍न्ध्रात072 0.2876 5 .939 
प्रकार . 250000 «7२ | न । नल (न | 
कक 0.8 0.8 
2500002<0.8 ह 
या न. 777:547923.32 
0.939 


अत;, प्रतिवर्ष 47923 ,32 रु जमा करना होगा। 


जवाहरण 3 एक मशीन का मूल्य 5 25,000 रु तथा अनुमानित कार्यकाल 20 वर्ष है, इस मशीन के प्रयुक्त 
होने योग्य काल के अंत पर, जब इसकी अवशिष्ट (रद्द धातु) का मूल्य 25,000 रु मात्र है, इस मशीन 
के पुनर्स्थापन के लिए शोधन निधि (कोष) बनाई गई है। ज्ञात कीजिए कि प्रतिवर्ष शोधन निधि के लिए 
लाभ में से कितना भाग दिया जाए यदि ब्याज 5% वार्षिक दर से प्रतिवर्ष संयोजित होता है। 


छल मशीन का मूल्य ८ 525000 रू 
अवशिष्ट मूल्य - 25000 रु 
इसलिए शेष राशि 5 (525000 - 25000) रु 5 500000 रु 
स्पष्टतः, यह राशि 20 वर्ष पश्चात्‌ मशीन खरीदने के लिए आवश्यक राशि होगी। 
सूत्र 8६85; के प्रयोग से 





यहाँ 2 5 500000, # 0.05, # ₹ 20 

इसलिए. 500000 5 २ 8760७ _ * “ 33.0660 
500000 

या प्ः -7++52.27 
33.066 


अतः, वांछित धन 5]2.27 रु है। 


प्रश्नावली 7.3 


). श्रीमती रेखा एक फ्लैट खरीदती हैं जिसके लिए वह 50,000 रु की प्रत्येक किस्त पर, 0 वार्षिक किस्तों में 
भुगतान करने को तैयार हो गईं। प्रथम भुगतान 4 वर्ष के अंत में किया गया। उनके द्वारा भुगतान किया धन 
ज्ञात कीजिए यदि ब्याज 2% वाषिक दर से संयोजित होता हो। (लघुगणक सारणी का प्रयोग कीजिए) 


2. प्रत्येक 2000 रु की 30 तिमाही किस्तों की एक वार्षिकी है। प्रथम भुगतान 3 वर्षों के अंत में होना है। इसे वार्षिकी 


का मिश्रधन ज्ञात कीजिए यदि ब्याज 8४% वार्षिक दर से प्रति तिमाही संयोजित होता हो। (वार्षिकी सारणी का 
प्रयोग कीजिए) 


884 


व. 


42. 


गणित 


0 वर्ष तक 3200 रु प्रति छमाही देय बाली आस्थगित वार्षिकी का मिश्रधन ज्ञात कीजिए, प्रथम भुगतान 2 वर्ष 
के अंत में होना है जबकि ब्याज 5% वार्षिक की दर से अर्धवार्षिक संयोजित होता है। (वार्षिकी सारणी का 
प्रयोग कीजिए) 


प्रत्येक 500 रु की वार्षिक भुगतानों वाली वार्षिकी का वर्तमान मूल्य ज्ञात कीजिए, प्रथम भुगतान 7 वर्ष के 
अंत में होना है और अंतिम 6 वर्षों की समाप्ति पर। यदि ब्याज 7% वार्षिक की दर से संयोजित होता हो। 
(वार्षिकी सारणी का प्रयोग कीजिए) 


- श्रीमान ए!' एक फ्लैट खरीदते हैं जिसके लिए वह प्रत्येक 20,000 रु की 0 अर्धवार्षिक भुगतान देने के लिए 


सहमत हैं। प्रथम भुगतान 3 वर्ष के अंत में किया गया। उनकी संपत्ति का नगद मूल्य ज्ञात कौजिए, यदि ब्याज 
% वार्षिक दर से अर्धवार्षिक संयोजित होता हो। (वार्षिकी सारणी का प्रयोग कीजिए) 


» प्रत्येक 200 रु प्रत्येक मासिक भुगतानों वाली वाषिकी का वर्तमान मूल्य ज्ञात कीजिए, प्रथम भुगतान 3 वर्ष के 


अंत में तथा अंतिम 8 वर्षों के अंत में किया जाता है, यदि ब्याज 5% वार्षिक दर से प्रतिमास संयोजित होता 
हो। (लघुगणक सारणी का प्रयोग कीजिए) 


. किसी व्यक्ति ने एक टेलीविजन खरीदने के लिए 5000 रु नगद तथा 3 वर्षों तक 200 रु प्रति माह देने पर सहमत 


हुआ। उसने प्रथम भुगतान पहले वर्ष के अंत में किया। टेलीविजन का नगद मूल्य ज्ञात कीजिए, यदि ज्याज 9 
“वार्षिक दर से मासिक संयोजित होता हो। (लघुगणक सारणी का प्रयोग कीजिए) 


. श्रीमान्‌ जॉन एक घर खरीदते हैं। यह तय हुआ कि वह 3,00,000 रु नगद तथा 2 अर्थवार्षिक किस्तों में भुगतान 


करेंगे जबकि प्रत्येक किस्त 0,000 रु की है। प्रथम किस्त का भुगतान चार वर्षों के अंत में हुआ। घर का नगद्‌ 
मूल्य ज्ञात कीजिए, यदि ब्याज 6% वार्षिक दर से अर्धवार्षिक संयोजित हो। (वार्षिकी सारणी का प्रयोग कीजिए) 


एक फर्म आगामी 5 वर्षों में नए संसाधन के लिए 50,000 रु का पूंजीगत व्ययू पूर्व अनुमानित करती है। इस 
राशि के लिए [2% वार्षिक ब्याज की दर से तिमाही संयोजित होने वाली शोधन निधि में प्रति तिमाही कितना 
धन जमा कराया जाए? (वार्षिकी सारणी का प्रयोग कीजिए) 


« एक व्यक्ति ने अपने बच्चों की कॉलेज शिक्षा के लिए 0 वर्ष में ,00,000 रु प्राप्त करने के लिए एक 


शोधन निधि स्थापित की। 5% वार्षिक ब्याज की दर पर छमाही भुगतान करने वाले एक खाते के लिए कितनी 
द्विवार्षिक संयोजित होने वाली राशि जमा की जाए? (लघुगणक सारणी का प्रयोग कीजिए) 


25 वर्षों के अंत में । ,00,000 रु के ऋणपत्नों के निष्पादन के लिए एक शोधन कोष बनाया गया। प्रतिवर्ष लाभ 
में से शोधन कोष के लिए कितनी राशि निकाली जाए यदि निवेश 4% वार्षिक ब्याज अर्जित करता हो। (वार्षिकी 
सारणी का प्रयोग कीजिए।) 


एक कंपनी के लिए एक मशीन की लागत 97,000 रु है और इसका अनुमानित कार्यकाल 2 वर्ष है। यदि 


 अवशिष्ट मूल्य केवल 2,000 रु हो तो 5% वार्षिक चक्रवृद्धि ब्याज दर से धन-संग्रह करने के लिए लाभ में 


से प्रतिवर्ष कितना धन निकाला जाए? (लघुगणक सारणी का प्रयोग कीजिए) 
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१७, एक कंपनी दूबारा प्रयुक्त मशीन का कार्यकाल 5 वर्ष अनुमानित किया गया। उस समय नई मशीन का मूल्य 
75,000 रु तथा पुरानी मशीन का अवशिष्ट मूल्य केवल 9,600 रु था। मशीन को उसके कार्यकाल की समाप्ति 
पर पुन्स्थापन के लिए एक शोधन कोष बनाया। 6% वार्षिक ब्याज की दर से धन-संग्रह करने के लिए कंपनी 
को प्रतिवर्ष कितनी धनराशि अलग रख देनी चाहिए? (वार्षिकी सारणी का प्रयोग कीजिए) 


[७. एक कंपनी के लिए एक मशीन की लागत 65 000 रु है और इसका कार्यकाल 25 वर्ष अनुमानित किया जाता 
है। इसके कार्यकाल की समाप्ति पर जब इसका अवशिष्ट मूल्य मात्र 2,500 रु होगा, मशीन के नए मॉडल के 
पुनर्स्थापन के लिए एक शोधन कोष बनाया गया। ज्ञात कीजिए शोधन कोष के लिए लाभ में से प्रतिवर्ष कितनी 


ह श ई 
धनराशि सुरक्षित की जाए, यदि ब्याज 3 हर % वार्षिक दर से प्रतिवर्ष संयोजित होता हो। (लघुगणक सारणी का 
प्रयोग कीजिए) । 
विविध उदाहरण 
(४॥॥5(%॥ | 4७,९७७ ॥ ४ 0 ॥४९॥ ,॥,8) 


उदाहरण 84 एक कंपनी ने 4,00,950 रु का एक ऋण इस शर्त पर उधार लिया कि पुनर्भुगतान 6% वार्षिक चक्रबृद्धि 
ब्याज की दर से समान वार्षिक किस्तों में होगा जबकि प्रत्येक किश्त ,50,000 रु की है। कितने वर्षों में ऋण चुकाया 
जा सकेगा? (लघुगणक सारणी का प्रयोग कीजिए) 


| ]- ( ]+/ रेट 
ह्ल सूत्र ७ ७२ | ---++-++ 
ह ५ 


यहाँ ५-400950, 8 5 50000, /++0.06, #₹? 


450000 


० (-(+00७)]- 50000 


हि का 
न [-(.06) ”| 








इसलिए. 400950 ८ 


'_, .4009509८0.06 
का अर्थ है. -(.06) ” - --777---++  0. 604 
* 50000 
या (].06) ” -.] - 0.604 < 0.8396 
या -# 08 (.06) 502 0.8396 


002820.8396 _ .92244_ 0.0759 


अर्थात्‌ कर 
028.06 0.0253.. 0.0253 








अतः, वांछित समय 3 वर्ष है। 
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उदाहरण 5 एक व्यक्ति ने निम्नलिखित शर्तों पर 80,000 रु में एक कार खरीदी। वह 20,000 रु नगद देगा और शेष 

0 समान अर्धवार्षिक किस्तों में देगा। प्रथम किस्त का भुगतान क्रय तिथि के 6 माह बाद किया जाएगा। प्रत्येक किस्त 
की राशि की गणना कीजिए, जबकि ब्याज 0% वार्षिक की दर से प्रति छमाही संयोजित होता हो। (वार्षिकी सारणी 
का प्रयोग कीजिए) 


हल कार का मूल्य 5 80000 रु 
नगद दिया भुगतान 20000 रु 
शेष (80000 - 20000) रु ८ 60000 रु 


शेष का भुगतान 0 समान अर्धवार्षिक किस्तों में किया जाएगा। मान लीजिए प्रत्येक किस्त की राशि 7२ रु है। 5 वर्षों 
के लिए ॥२रु भुगतान की 0% वार्षिक की दर से प्रति छमाही संयोजित वार्षिक का वर्तमान मूल्य ७, 60,000 रु है। 


हम पाते हैं ५-६०; 


यहाँ ए-60000, # ₹ 0, “5 0.05 

इसलिए 60000 ९ «प60,05 7 २१% 7.727 
60000 

या छू ८----- 5 7770.3 
7.727 


अत; , प्रत्येक छमाही के अंत में 7770.3] रु जमा किया जाना चाहिए। 


उद्यहरण 6 '&' ने एक टेलीविजन 5000 रु नकद देकर खरीदा तथा अगले 6 वर्षों के लिए 200 रु प्रति तिमाही 
देने पर सहमत हुआ। विक्रेता 8% वार्षिक दंर से तिमाही संयोजित ब्याज लेता है। 


6) यदि '»' प्रथम तीन भुगतान नहीं कर पाता है तो चौथे भुगतान की तिथि पर उसे क्या देना होगा? 


() यदि '#' प्रथम 0 भुगतान नहीं करता है तो जब 7वाँ भुगतान देय होगा तब उसे अपना पूर्ण ऋण चुकाने में 
क्या देना होगा? (वार्षिकी सारणी का प्रयोग कीजिए) 
एल 0) यदि & प्रथम तीन भुगतान नहीं करता है तो उसे अद्यतन (५ (0 (808) होने के लिए चौथे भुगतान देय पर 
राशि ८ 200:3; 0 ० ः 
>200 * 4.26 - 824.32 देनी होगी। 

अत्त:, उसे 824.32 की राशि देनी होगी। । 

४! यदि & प्रथम 0 भुगतान नहीं कर पाता है तो उसे अद्यतन होने के लिए ॥7वें भुगतान पर देय राशि 
*200 * 3770 ७ . होगी। | 
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!वें भुगतान पर अपना पूर्ण ऋण उतारने. के लिए उसे 8% वार्षिक ब्याज की दर पर तिमाही संयोजित करने पर, 
(6 *4-) 3 किस्तों तक 200 रु की वार्षिकी का वर्तमान मूल्य देना होगा। 


अर्थात्‌ 200 * ८5 02 


इस प्रकार, इस स्थिति में भुगतान की कुल राशि 


200 * 80009 7200 * ०३७०2 


म+200< [2,687+ 200 < ].3484 
न 200» [2.687 + .3484] 


+ 200 > [23.57] -4703.42 


अतः, उसे 4703.42 रु का भुगतान करना होगा। 


4, 


आध्याय ॥7 पर ब्रिविश्ष प्रश्नावली 
(शाए(एा ॥ 8 शए()!8 ए छू एप 8ए (0४ इज काशापूत३ ॥7) 


[. एक व्यक्ति किस्तों पर एक घर खरीदता है। वह 8 वर्षों तक प्रत्येक माह के प्रारंभ में 5000 रु की किस्त का 
भुगतान करता है। यदि ब्याज 6% वार्षिक दर से प्रति तिमाही संयोजित होती हो तो घर का नगद मूल्य ज्ञात 
कीजिए। (लघुगणक सारणी का प्रयोग कीजिए) | 


2. परमजीत 0 वर्षों तक प्रत्येक वर्ष के अंत में एक बैंक में 0,000 रु जमा करता है। यदि चक्रवृद्धि ब्याज का - 
परिकलन 0% वार्षिक की दर पर हो तो उस अवधि के अंत में उसके खाते में कितनी राशि जमा होगी। 
(लघुगणक सारणी का प्रयोग कौजिए) 


“*. 3000 रु प्रति तिमाही वाले अनुक्रमित भुगतानों का वर्तमान मूल्य ज्ञात कीजिए, पहला भुगतान चार वर्षों के अंत 
में तथा आखिरी भुगतान ॥2 वर्षों के अंत में किया गया हो, यदि ब्याज 6% वार्षिक दर से तिमाही संयोजित 
हो। (वार्षिकी सारणी का प्रयोग कीजिए) 


2, छः माह के अंतराल पर श्रीमती जैन ने 300 रु एक बचत बैंक खाते में जमा किए जिसमें ब्याज 0% वार्षिक 
दर से छमाही संयोजित होता है। जब उन्होंने प्रथम राशि जमा की तब श्रीमती जैन का पुत्र 4 वर्ष का था और 
उनके पुत्र के 2 वर्ष के होने पर उन्होंने अंतिम राशि जमा की। उन्हें कितना धन प्राप्त हुआ? (वांपषिकी सारणी 
का प्रयोग कौजिए) ४ 


एक संस्था शोधन कोष के लिए प्रत्येक वर्ष के अंत में ।000 रु अलग रखती है जिससे 0 वर्ष के अंत में मशीनरी 
का प्रतिस्थापन किया जा सके। यह मानते हुए कि 0 वर्ष के अंत में मशीनरी का मूल्य स्थिर रहेगा तंथा यह 
राशि 5% वार्षिक चक्रवृद्धि ब्याज पर है, मशीनरी का मूल्य ज्ञात कीजिए। (वार्षिकी सारणी का प्रयोग कीजिए) 
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«न्यूनतम वर्षों की संख्या ज्ञात कीजिए जिसमें 800 रु प्रति वर्ष की साधारण वार्षिकी चलती रहे जिससे इसका 


मिश्रधन 6% वार्षिक ब्याज की दर से संयोजित हो तथा 20,000 रु से अधिक हो जाए। (लघुगणक सारणी का 
प्रयोग कीजिए) 


, श्रीमान्‌ प्रकाश ने 40,000 रु नगद तथा शेष राशि को 6000 रु प्रति वर्ष के अंत में 25 समान किस्तों में एक 


घर खरीदा। यदि ब्याज 5 तर % वार्षिक की दर से संयोजित हो, तो घर का नगद मूल्य कितना होगा? (वार्षिकी 
सारणी का प्रयोग कीजिए) 


. 4,00,000 रु मूल्य के घर का भुगतान करने के 3 वर्षों तक प्रत्येक वर्ष के प्रारंभ में क्या समान भुगतान देना 


होगा यदि ब्याज 5% वार्षिक की दर से मासिक संयोजित हो। (वार्षिकी सारणी का प्रयोग कीजिए) 


, एक फलोदूयान 5 वर्षों के अंत में पूर्ण फसल का उत्पादन देना और संपूर्ण रूप से अगले 20 वर्षों के लिए 


5000 रु की वार्षिक आय बनाए रखने की आशा की जाती- है। फलोद्यान का नगद मूल्य ज्ञात कीजिए यदि ब्याज 
3% वार्षिक संयोजित होता है। (वार्षिकी सारणी का प्रयोग कीजिए) 


प्रत्येक तिमाही के प्रारंभ में 200 रु एक बचत खाते में जमा किए गए जिस पर ब्याज 8% वार्षिक की दर से 
तिमाही संयोजित होता है। तीन वर्षों के बाद खाते में जमा राशि ज्ञात कीजिए। (लघुगणक सारणी का 
प्रयोग कीजिए) 


!4, 000 रु प्रति वर्ष की कुछ वर्षों के लिए एक वार्षिकी का वर्तमान मूल्य 6,000 रु है। वर्षो की संख्या ज्ञात 


"क्रीजिए जितने समय वार्षिकी चली है यदि ब्याज दर 5% वार्षिक हो। (लघुगणक सारणी का प्रयोग कीजिए) 


, एक उपकरण किस्तों पर खरीदा गया जिससे 5000 रु अनुबंध हस्ताक्षर करते समय तथा शेष 3000 र प्रत्येक 


की चार वार्षिक किस्तों में प्रथम, दूवितीय, तृतीय एवं चतुर्थ वर्षों के अंत में भुगतान किया जाना है। यदि ब्याज 


5% वार्षिक की दर से प्रतिवर्ष संयोजित होता है तो उसका नगद मूल्य क्या होगा? (लघुगणकीय सारणी का प्रयोग 
कीजिए) 


« एक व्यक्ति निम्नलिखित शर्तों पर 70,000 रु में एक कंप्यूटर खरीदता है; वह 0,000 रु नगद तथा शेष 0 


समान तिमाही किस्तों में भुगतान करेगा। प्रथम भुगतान क्रय-तिथि के तीन माह बाद किया जाना है। प्रत्येक किस्त 
की राशि ज्ञात कीजिए जबकि ब्याज 5% वार्षिक दर से तिमाही संयोजित्त होता है। (वार्षिकी सारणी का प्रयोग 


- कीजिए) . 


एक व्यक्ति 33,000 रु में एक मशीन खरीदता है और 6 अर्धवार्षिक भुगतान देने को सहमत होता है। प्रथम 
भुगतान चार वर्षों के अंत में किया जाता है। यदि राशि 7% वार्षिक ब्याज की दर से छमाही संयोजित हो तो 
अर्धवार्षिक भुगतान ज्ञात कीजिए। (वार्षिकी सारणी का प्रयोग कीजिए) 


एक कंपनी 40,000 रु के ऋण पत्रों के भुगतान के लिए 5 वर्षों तक 2000 रु प्रतिवर्ष अलग रखती है। यदि 
कोष पर ब्याज 2% वार्षिक दर से प्रतिवर्ष संयोजित हो, तो ऋणपत्रों के निष्पादन के बाद अधिशेष (5०४७७) 
ज्ञत कौजिए। (लघुगणक सारणी का प्रयोग कीजिए) 


| 
मा 
2३ 


हा] 
बैर ५ 
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एक बैंक 5% वार्षिक की दर से ब्याज देता है जो मासिक संयोजित है। 35 550 ₹ प्राप्त करने के लिए 5 वर्षो 
तक प्रत्येक माह के अंत में कितनी समान राशि को जमा किया जाएं? (लघुगणक सारणी का प्रयोग कौजिए) 


. एक वार्षिकी में समान 300 रु के 5 अर्धवार्षिक भुगतान हैं। प्रथम भुगतान प्रथम वर्ष के प्रारंभ में किया जाता 


है। इस वार्षिकी का वर्तमान मूल्य ज्ञात कौजिए यदि राशि 6% वार्षिक ब्याज की दर से अर्धवार्षिक संयोजित 
होता हो! (लघुगणक सारणी का प्रयोग कौजिए) 


[/. एक कंपनी ने 4 वर्ष में परिपक्व होने वाले [00,000 रु के ऋण का भुगतान करने के लिए एक शोधन कोष 


स्थापित किया। कोष के लिए अंशदान प्रत्येक वर्ष के अंत में किया जाता है। प्रत्येक वार्षिक जमा राशि ज्ञात 
कीजिए यदि ब्याज !8% वार्षिक की दर से प्रतिवर्ष संयोजित हो। (लघुगणक सारणी का प्रयोग कौजिए) 


, श्रीमती आभा ने किस्तों पर एक कार खरीदी और अगले 4 वर्षों तक प्रति माह 3000 रु का भुगतान किया। 


यदि ब्याज 2% वार्षिक दर पर प्रतिमाह संयोजित होता है। यदि वह चौथी, पाँचवीं, छठी और सातवीं किस्त 
नहीं दे पाती हैं तो उसे आठवीं किस्त के भुगतान पर कितनी ग़शि देनी होगी? 


() उसे अद्यतन लाने के लिए (0) अपने संपूर्ण ऋण को चुकता करने के लिए। 
(वार्षिकी सारणी का प्रयोग कीजिए) 


). विभोर ने 5000 रु नगद तथा शेष प्रत्येक 5000 रु तिमाही कौ समान 30 किस्तों में भुगतान करते हुए एक ह 


मकान खरीदा। वार्षिक ब्याज 0% की दर पर प्रति तिमाही संयोजित होता है। यदि वह 5 वीं से 9 वीं किस्त 
का भुगतान नहीं कर पाता है तो उसे 20 वीं किस्त के साथ अपना पूर्ण ऋण चुकाने के लिए कितनी राशि 
देनी होगी? (वाषिकी सारणी का प्रयोग कीजिए) 
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8.] भूमिका (प्राक-०प्रेष्चट/00) 


अवकल गणित के अध्याय में, हमने सीखा है कि अवकलन एक प्रक्रिया है जिसमें एक स्वतंत्र चर राशि 
के सापेक्ष किसी दूसरी निर्भर चर राशि के तात्कालिक परिवर्तन की दर मापी जाती है जबकि दोनों चर राशियों 
में कार्यकारी संबंध होता है। अर्थशास्त्र एवं वाणिज्य में हम ऐसी अनेक स्थितियों का साभना करते हैं जब दो 
शशियों में कार्यकारी संबंध हों; जैसे - मांग एवं मूल्य, आपूर्ति एवं मूल्य, लागत एवं मांग मात्रा (राशि) इत्यादि। 
एक चर राशि में परिवर्तन दूसरी चर राशि में सापेक्ष परिवर्तन के कारण होता है। उदाहरणतः माल की बिक्री 


प्रभावित होती है जब माल के मूल्य में परिवर्तन होता है अथवा उत्पादन मात्रा में परिवर्तर से कुल लागत 
प्रभावित होती हैं। 


मुख्य आर्थिक एवं व्यावसायिक सिद्धांत इन्हीं परिवर्तन व्यवहारों पर आधारित हैं। इन राशियों के परिवर्तन 
की दर का अनुमान ही आर्थिक एवं व्यावसायिक अध्ययनों में कलन के प्रयोग का आधार हैं। इस प्रकार कलन 
पर आधारित तकनीक का अर्थशास्त्र, संचालन प्रबंधन, विपणन प्रबंधन, वित्तीय प्रबंधन इत्यादि में व्यापक रूप 
से प्रयोग होता है। अर्थशास्त्र एवं वाणिज्य में सीमांत विश्लेषण (878 &78५»8) अवकल गणित का 
सबसे अधिक स्पष्ट अनुप्रयोग है। लाभ के अधिकतमीकरण, लागत के न्यूनतमीकरण, मूल्य एवं आपूर्ति की 
प्रत्यास्थता आदि की समस्याओं के हल करने में भी अवकल गणित तकनीक का प्रयोग होता है। जब सीमांत 
'फलन दिया होता है तो कुल लागत एवं औसत फलन ज्ञात करने में समाकलन गणित का प्रयोग होता है। जब 
मांग की मूल्य प्रत्यास्थता दी होती है, तब मांग फलन ज्ञात करने में भी समाकलन गणित का प्रयोग होता है। 


प्रस्तुत अध्याय में हम अपने अध्ययन को संपूर्ण लागत, औसत और सीमांत फलन, सम विच्छेद विश्लेषण 


अधिकतमीकरण त्तथा न्यूनतमीकरण समस्याओं तक ही सीमित रखेंगे। हम समाकलन से कुछ अनुप्रयोगों पर 
भी विचार करेंगे। 


86,2 गलत फलन [880 #पााशाए॥8) 


कलन के अनुप्रयोगों के अध्ययन से पूर्व आइए हम अर्थशास्त्र एवं वाणिज्य में कुछ महत्त्वपूर्ण फलनों का 
अवलोकन करें। 
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8.2.] लागत फलन (८०७४ /#८४०क) माल की < इकाइयों का उत्पादन तथा विपणन की कुल लागत 
८, इकाइयों की संख्या (४) पर आधारित होती हैं। इस संबंध का वर्णन करने वाला फलन, लागत फलन 
कहलाता है और हम 


लागत फलन 5८ (१७९० (0 


लिखते हैं। माल की » इकाइयों के उत्पादन और विपणन की लागत (:को स्थिर लागत और चर लागत के 
रूप में विश्लेषित किया जा सकता है। स्थिर लागत से तात्पर्य उन सभी प्रकार की लागतों से है जो उत्पादन 
के स्तर के अनुसार नहीं बदलती हैं। स्थिर लागत के उदाहरण कर, ब्याज, बीमा, किराया इत्यादि हैं। चर 
लागत से तात्पर्य उस प्रकार की लागतों से है जो वस्तु उत्पादन की इकाइयों की संख्या; जैसे - माल, श्रम, 
पैकिंग इत्यादि पर आधारित है। इस प्रकार, कुल लागत - स्थिर लागत और चर लागत का योग है। 
अर्थात्‌ (7 + ५६४), 
जहाँ 9,» से स्वतंत्र है, अत: स्थिर लागत है और ७(०), ४ का फलन है अत: चर लागत को प्रदर्शित करता 
है। उदाहरणत: ४ इकाइयों के उत्पादन और विपणन की कुल लागत 

(८ 25 + ७! + 3€, 
से प्रदत्त है, तो स्थिर लागत 3 और चर लागत 2%+ ९ हैं। 
8,2.2 मांग फलन (70८##ब72828०४) अर्थशास्त्र के सिद्धांत से स्पष्ट है कि एक माल की मांग मात्रा 
अनेक कारकों पर आधारित होती है जैसे माल का मूल्य, उपभोक्ता के पास पूँजी भंडार, उपभोक्ता की रुचि, 
अन्य संबंधित मालों की आमद और मूल्य इत्यादि। मांग के अध्ययन को सरल बनाने के लिए माल मूल्य 
को छोड़कर वे सभी चर जो मांग को प्रभावित करते हैं अचर समझे जाते हैं। इसलिए, इस स्थिति में मांग 
फलन को माल के मूल्य एवं मांग के बीच कार्यकारी संबंध के रूप में प्रदर्शित किया जाता है। यदि किसी 


मूल्य पर उपभोक्ता दूवारा इकाई मांग संख्या » है, तब मांग फलन ४70) से प्रदर्शित किया जाता है। जहाँ 
2 प्रति इकाई मूल्य निरूपित करता है। मांग फलन का अस्पष्ट फलन रूप /(५,#) 50 है 


8.2.3 आय फलन (##/छशब्ट /४26०४) जब माल की > इकाइयाँ #रु प्रति यूनिट की दर से बेची 
जाती हैं तो विक्रेता द्वारा प्राप्त कुल आय » का फलन है और इसलिए इसको आय फलन कहते हैं जिसे 
0-४४ से निरूपित किया जाता है। मांग फलन द्वारा प्रति इकाई मूल्य 9 को » के फलन के रूप में व्यक्त 
किया जा सकता है। 

अर्थात्‌ 2 5 800 

इसलिए ]२ >> 800 


अर्थात्‌ (९, ४ का एक फलन है। इस फलन को कुल आय फलन भी कहते हैं ओर २ (४) से निरूपित करते 
हैं। इस प्रकार 


हि (७) + #४ * ४ 8(७) 


892 गणित 


_ 48.2.4 लाभ फलन (7#४०%/४८४०४) एक माल के उत्पादन एवं विक्रय से अर्जित लाभ तथा उत्पादित 
एवं विक्रय की गई इकाइयों में कार्यकारी संबंध लाभ फलन है। किसी माल के विक्रय मूल्य से प्राप्त कुल 
आय तथां माल के उत्पादन की कुल लागत के अंतर से लाभ का परिकलन किया जाता है। इस फलन को 


९७) ७७) - (७0) 
"से व्यक्त करते हैं। 
जहाँ ९(४) : कुल लाभ 

7८४) माल की » इकाइयों के विक्रय से प्राप्त कुल आय 
तथा ((४): माल की » इकाइयों के उत्पादन एवं विपणन की कुल लागत। 
इस प्रकार, लाभ फलन उत्पादित मात्रा एवं विक्रय का एक फलन है।... 

8.3 समयिच्छेद विश्लेषण ($#एक्ताए-४9ए2ए /एक्चोएड्ांड) 
सम विच्छेदन बिंदु उत्पादन का वह स्तर है जहाँ विक्रय से प्राप्त आय उत्पादन की लागत के तुल्य है। सम 
विच्छेदन बिंदु पर लाभ शून्य होता है। इसलिए, हम कह सकते हैं कि सम विच्छेदन बिंदु उत्पादन एवं विक्रय 


की वह मात्रा है जिस पर कंपनी को न तो कोई लाभ प्राप्त होता है या न कोई हानि उठानी पड़ती है। हम 
जानते हैं कि ; 


लाभ : ए(४) + कुल आय ९(४) - कुल लागत (((४) 

: सम विच्छेदन बिंदु पर ९(४) 0 

अर्थात्‌ 000 5 009. 

इस समीकरण को हल करके, सम विच्छेदन बिंदु का मान ज्ञात किया जा सकता है। 

उदाहरण | एक नए माल के लिए, एक निर्माता मूल ढाँचा बनाता है जिस पर स्थिर लागत ।4,000 रु है 
तथा माल की प्रत्येक इकाई पर 25 रु की दर से चर लागत होती है। प्रत्येक इकाई का विक्रय मूल्य 60 रु 


निश्चित है। माल की » इकाइयों के लिए लागत फलन 0(), आय फलन 7२(४) और लाभ फलन ९(४) 


लिखिए। उत्पादन के प्रथम वर्ष में कितनी इकाइयाँ उत्पादित की जाएं जिससे इस वर्ष में कोई लाभ या हानि 
न हो? 


हट हमें दिया है कि स्थिर लागत ,40,000 रु, चर लागत 5 25 रु प्रति इकाई और विक्रय मूल्य ८ 60रु 
प्रति इकाई। 


इसलिए लागत 'फलन (७ 5 40000 +25% 
आय फलन ॥२ (४) 5 60:%5 
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इस प्रकार लाभ फलन 7७0) 5 7७७) - 200 
++ ]60४- 40000 - 25% 
>३35४- 40000 


वह बिंदु जहाँ निर्माता को कोई लाभ या हानि नहीं होती है, समविच्छेदन॑ बिंदु है और यहाँ हम पाते हैं 
९(0-0, या 


35%- ,40,000 5.0 या ४- 4000 


इसलिए, वर्ष में कोई लाभ या हानि न होने के लिए इकाइयों की न्यूनतम संख्या 4000 है जो प्रथम वर्ष में 
उत्पादित होनी चाहिए। 


एप्प 2 कोई कंपनी एक माल 0,000 रु स्थिर लागत पर उत्पादित करती है। 6 रु प्रति इकाई की दर 
से उत्पाद को बेचने पर प्राप्त कुल आय का 25% चर लागत अनुमानित की गई। कुल लागत एवं लाभ फलन 
ज्ञात कीजिए। 


(७ यदि उत्पादित इकाइयों की संख्या » है तो कुल आय 7२ (2) 5 65% 
स्थिर लागत 5 0000 रु 


25 3 
चर लागत 5 6% का 25% < 6» » तह 5 ठ< 
इसलिए कुल लागत (४) 5 0000 + न अं 
इस प्रकार लाभ फलन ए७४) + 7९(४ - ९०) 


+ 6%- 0000 जन स्ड ० - 0000 


छिशण 3 एक लाभ लेने वाली कंपनी एक नए उत्पाद का प्रवर्तन करना चाहती है। यह प्रेक्षण करती है 
कि नए उत्पाद की स्थिर लागत 35,000 रु है और प्रति इकाई चर लागत 500 रु है। » इकाइयों के विक्रय 
से प्राप्त आय 5000 ४- 00 % से प्रदत्त है। () लाभ फलन, (8) सम विच्छेदन बिंदु ज्ञात कीजिए। 


8० () यदि (४), 7(४) और 0(७) क्रमश: लाभ फलन, आय फलन और कुल लागत फलन हैं, तब 
हम पाते हैं 


(७) 5 5000 ४ - 00 # 
(०2) 5 35,000 + 500 ५ 
और ९७0 5 7(७) - ०७० 
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+ 5000 ४ - 00% - 35,000 - 500४ 
मै 45005 - !00% - 35,000 


(४) सम विच्छेदन बिंदुओं के लिए, हम पाते हैं (४) 5 0 


अर्थात्‌ 4500४ - 00/ - 35,000 5८ 0 
या जो - 455 +350 0 
या (४- 0) (४-- 35) + 0 


इसलिए &*0 या 35 
अतः, सम विच्छेदन बिंदु ।0 और 35 हैं। 


उदाहरण 4 एक कंपनी की स्थिर लागत 0,000 रु है और इसके उत्पाद की एक इकाई उत्पादन करने की 
लागत 50 रु है। यदि प्रत्येक इकाई 75 रु में बेची जाए तो सम विच्छेदन मान ज्ञात कीजिए तथा » का.वह 
मान भी ज्ञात कीजिए जिस पर कंपनी को सदैव लाभ होता हो। 


हल मान लीजिए, वस्तुओं के & इकाई उत्पादन और विक्रय का लाभ, कुल आय और कुल लागत फलन 
क्रमश: 7(४), (४) और ९(७ हों तो 


(७) र₹0000+ 505५ 

2(४) 5 75% 
और ९(४ 5 7२(४) - (५0 

+ १75 ४- 0000 - 50% 25 ४-0000 

अब, सम विच्छेदन बिंदु पर ?(४) 50, अर्थात्‌ 255- 0000 50 
या वे का 5400 
इस प्रकार, 400 इकाइयों के उत्पादन और विक्रय पर कंपनी को न तो कोई लाभ है और न कोई हानि। तथा 
कंपनी सदैव लाभ में रहेगी यदि ९(४) > 0 
अर्थात्‌ 25 ४- 0000 > 0 
यां ४ > 400 


अत: कंपनी लाभ में रहेगी यदि यह 400 इकाइयों से अधिक उत्पादों का उंत्पादन एवं विक्रय करे। 


हे 


(५ 


9, 


480), 


वाणिज्य एवं अर्थशास्त्र में कलन के अनुप्रयोग 895 


प्रझ्नाखली 8,] 


, एक कंपनी एक नए उत्पाद का प्रवर्तन करना चाहती है। इसने 37,500 रु स्थिर लागत पर तथा 200 रु प्रति 


इकाई चर लागत पर निवेश किया। «इकाइयों के विक्रय के लिए आय फलन 4825:- 25४ से प्रदत्त है। 
सम विच्छेदन बिंदु ज्ञात कौजिए। 


एक कंपनी पेन का उत्पादन प्रारंभ करती है और पाती है कि प्रत्येक पेन की उत्पादन लागत 0 रु तथा उत्पादन 
का स्थिर व्यय 4500 रु है। यदि प्रत्येक पेन 25 रु में बेचा जाए तो 
0) लागत फलन (0) आय फलन तथा (7) सम विच्छेदन बिंदु ज्ञात कीजिए। 


, लागत फलमन एवं आय फलन क्रमशः 0-:+40 और 7२- 0:-0.2% है। सम विच्छेदन बिंदु ज्ञात कीजिए। 


एक कंपनी भवन किराया तथा ऋण पर ब्याज के लिए 6,00 रु व्यय करती है। वस्तु के एक इकाई की उत्पादन 
लागत 20 रु है। यदि प्रत्येक इकाई 27 रु में बेची जाए तो सम विच्छेदन बिंदु ज्ञात कीजिए। 


एक कंपनी एक माल का उत्पादन 20,000 रु की स्थिर लागत पर करती है। जब यह 6 रु प्रति इकाई की दर 
से बेचा जाता है तो चर लागत, आय की 35% अनुमानित की जाती है। कुल आय, कुल लागत एवं लाभ फलन 
ज्ञात कौजिए। 


एक कंपनी एक नए उत्पाद का प्रवर्तन 25,000 रु स्थिर लागत तथा 500 रु प्रति इकाई चर लागत पर करती 
है। » इकाई के विक्रय से प्राप्त आय 8500४- 400 से प्रदत्त है। 
(0) लाभ फलन, तथा (8) सम विच्छेदन बिंदु ज्ञात कीजिए। 


एक उत्पाद का स्थिर व्यय 20,000 रु है और प्रति इकाई उत्पादन की लागत 75 रु है। यदि प्रति इकाई 
00 रु में बेची जाए तो सम विच्छेदन मूल्य ज्ञात कीजिए। तथा » का वह मान भी ज्ञात कीजिए जिस पर कंपनी 
सदैव लाभ में रहे। 


एक फर्म ऑफिस का किराया 25,000 रु देती है और माल की » इकाई उत्पादन हेतु लिए गए ऋण पर ब्याज 
5 ,200 रु है। यदि प्रत्येक इकाई के उत्पादन की लागत 8 रु है और प्रत्येक वस्तु 75 रु में बेची जाती है तो 


, लाभ फलन ज्ञात कीजिए तथा सम विच्छेदन बिंदु ज्ञात कीजिए। 


एक कंपनी अपने उत्पाद को 6 रु प्रति इकाई की दर से विक्रय करती है। चर लागत कुल आय का 25% 
अनुमानित की जाती है। यदि उत्पाद की स्थिर लागत 4500 रु हो तो ज्ञात कीजिए ; 


(0) कुल आय फलन (४) कुल लागत फलन 
060) लाभ फलन (५) समविच्छेदन बिंदु 
(४) उत्पाद की इकाइयों की संख्या जो कंपनी द्वारा स्थिर लागत की पूर्ति के लिए बेचना है। 


एक इकाई का विक्रय मूल्य जब ऋइकाइयों की माँग की जाती है, समीकरण #-4000 - 2% द्वारा प्रद॒त्त है। 
उत्पाद की स्थिर लागत 20 000 रु है तथा स्टोर में रखने के लिए 484 रु प्रति इकाई व्यय है। विक्रय स्तर ज्ञात 


. कीजिए ताकि कंपनी लागत मूल्य की पूर्ति कर सके। 
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5,% अजित एस शागातें फालन [$णएकाहाए8 लाएं शा एएश) 0 छछ70:9 ) 


प्रायः अर्थशास्त्र में एक राशि $ में दूसरी राशि » के सापेक्ष परिवर्तन दो अवधारणाओं के पदों में वर्णित है 
() औसत, तथा (9) सीमांत 


औसत की अवधारणा एक राशि में दूसरी राशि के मानों के विशिष्ट परिसर में परिवर्तन क्रो व्यक्त करता 
है। इस प्रकार, यदि दो राशियाँ & और » एक कार्यकारी संबंध »5/(2), से संबद्ध हो तो औसत फलन 


को शा से परिभाषित किया जाता है। 


सीमांत अवधारणा में स्वतंत्र चर » के प्रत्येक छोटे परिवर्तन के लिए निर्भर चर 95/(() के तात्कालिक 
परिवर्तन से संबद्ध हे। - 


इस प्रकार, सीमांत फलन ज्ञात करने के लिए हम यथार्थतः » मैं छोटा परिवर्तन &« करते हैं और » में 


संगत परिवर्तन 6» ज्ञात करते हैं। तब दि का यदि अस्तित्व हो तो इसे » के सीमांत मान के रूप 


: में लेते है अर्थात्‌ फलन »5/(0 का » के सापेक्ष अवकलज --- सीमांत फलन देता है। 


इसलिए, /(0 का सीमांत फलन 500४) 
8.5 औसत एव॑ सीमांत लागत (#&एशदाएढ हाते शिक्षाए्रआशों (0६४) 
यदि एक माल की » इकाइयों के उत्पादन एवं विपणन की कुल लागत ((:) है तो फलन (* कुल लागत 
'फलन कहलाता हैं तब औसत मूल्य, जो प्रति इकाई लागत प्रदर्शित करता है, -- - 209 से प्रदत्त है। अब 


यदि & में वृद्धि ७» के संगत कुल लागत में वृद्धि (परिवर्तन) &(' है, तब प्रति इकाई उत्पादन की लागत 
में औसत वृद्धि ; के अनुपात से व्यक्त की गई है और 


2 


सीमांत लागत (८०) ८ [ पट 
(९) तक 


से प्रदत्त है, 
अर्थात्‌ सीमांत लागत कुल लागत 0 का उत्पादित स्तर » के सापेक्ष प्रथभ अवकलज है। 


सीमांत लागत को किसी उत्पादन स्तर » के सापेक्ष संपूर्ण लागत के तात्कालिक परिवर्तन की दर से भी 
परिभाषित किया जाता है। 


वाणिज्य एवं अर्थशास्त्र में कलन के अनुप्रयोग 897 | 
उाउरण 5 एक वस्तु को इकाइयों के उत्पादन एवं विपणन से संबद्ध कुल लागत 
(52) 5 0.005 ४ - 0.02 &: + 30: +5000 

से प्रदत्त है। ज्ञात काजिए 6) औसत लागत फलन। 

(४) 0 इकाई उत्पादित करने की औसत लागत। 

(४) सीमांत लागत फलन। 

(00) सीमांत .मूल्य जब 3 इकाई उत्पादित की जाती है। 
छल (6) औसत लागत फलन 


0 
्ा 


(2 


5000 
अर्थात्‌ | &(0 < 0,005%2-- 0,022 + 30 + नस 
(8) ४ > 0 पर औसत लागत 


हर ह 5000 
(0९), ...]0 5 0.005 (0) - 0.02(0) + 30 + वा 
+ 0.5 --0,2+ 30 + 500 5 530.3 
(9) सीमांत लागत फलन (सीमांत लागत) ॥/0, ० को » के सापेक्ष अवकलित करने पर प्राप्त होती है 
इस प्रकार 


(' 


हर 
(८ 5. 5 0.005 (3४) - 0.02 (220) + 30 





ु < 0.05% - 0.04%+ 30 
(0५) जब 3 इकाइयाँ उत्पादित हुई हैं, तब सीमांत लागत 
(0५0), _, 5 0.05 (3)? - 0.04(3) + 30 
: ल्‍+0,35 - 0.2 + 30 5 30.05 
अतः, वांछित सीमांत लागत 30.02 रु (लगभग) है। 
उदाहरण 6 यदि कुल लागत फलन 05७+४७४८४+ ८४ से प्रदत्त है, जहाँ & उत्पादन की मात्रा है, दिखाइए 


व (ः 5० 22 > ५ (ः 
कि /(१0)5--(४९८-&०) 
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हल हम जानते हैं कि 


(. ++ल्यरी. 4 
ै(: ना “75----ननत]. + > + & + €ऋ 
हि भ जे ५. आए 


तथा (८ ++ 





| दर 
इसलिए आल कन-. [6 क॑ 2द४ - 2-०] . 
] ८ दर 
० विकिल चह तह ु () 
.्धं 
तथा या (8() 5 77 (7+ 8 + ०८2) ८ ---+ + ८ (2) 
" ५ हम ' 
. (]) और (2) से, हम पाते हैं 
व 
जग (40)5- (४2-७०) 
उवाहरण 7 कुल लागत » और उत्पादन की मात्रा » के बीच संबंध 


पा >&+ 7 





)+5 


से प्रदत्त है। सिदूध कीजिए कि जैसे-जैसे उत्पादन में वृद्धि होती है सीमांत लागत निरंतर कम होती 
जाती है। 





+ 7). (>>? + 7:90) 
0 2 


हल हमें ज्ञात है कि > रू 


> के सापेक्ष अवकल करने पर, हम पाते हैं 


259 2 (४+३) ०-४ अत (हे ५ ग >कताओं 
सीमांत यू (ः जद ५ “१० [११4 [१४4 

सीमांत लागत (४02) 5. 3: पर 

रू हे 


वाण्ज्यि एवं अर्थशास्त्र में कलन के अनुप्रयोग 899 


_ ३ ८४+5) (2४+7) - (७ + 72) 





(ऊ+ 5) 
(2 +05४+35) (४+5)/ +0 3[+ 0 ] 
(++ 35) (#&+ 5) (४+5)* 
ध 
अब हर 0४०)5- हार जो कि सभी £ के लिए ऋणात्मक हे। 


अतः, जैसे-जैसे उत्पादन में वृद्धि होती है सीमांत लागत निरंतर कम होती जाती है। 
उदाहरण 8 एक वस्तु की » इकाइयों के उत्पादन एवं विपणन से संबद्ध औसत लागत फलन 


50 समा 
0०7 2%:- [! + “; दवारा प्रदत्त है। कुल लागत फलन और सीमांत लागत फलन ज्ञात कीजिए तथा 
उत्पादन का परिसर ज्ञात कीजिए जिसके लिए &(८ हासमान है। 
छल मान लीजिए (४) कुल लागत फलन और |४८ सीमांत लागत फलन हैं। 


है 0 
तब हम जानते हैं कि ७0 7, अर्थत्‌ (>+4९ 


50 
या () (&) * ४. (2:- ] + 7)72४- ]:+50 


(? 


अब जहर, सन्4ं४- |] 
ल्नृ न जे » पा 





दिया है कि 430 -< 2%-] का 

» के सापेक्ष दोनों पक्षों का अवकलज करने पर, हम पाते हें 
2 अत कक, 
कर (४0)52-79 

/(' के हासमान होने के लिए, हम पाते हैं 


2 50 
ब ४०) <0 अर्थात्‌ 2- ही <0 
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या. 22-25 <0 अर्थात्‌ (६+5) (४-5) < 0 


93 <»&च 5 


परंतु चूंकि & कभी भी ऋणात्मक नहीं हो सकता, इसलिए 0< ४ <5 उत्पादन का वह परिसर है जिसके 
लिए »( हासमान है। 


उदाहरण 9 सिद्ध कीजिए कि कुल लागत फलन 
(() - करो की के ८४+ वें 


] 
' के लिए औसत, लागत वक्र की प्रवणता प्र ४०-०९) है। 


हस्ब कुल लागत फलन 00 ८ #00+ 8४४ + ०८+ 4 है। 


(' 


८ थे 
इसलिए, 43 न न धटी + एड + 2 + तल 


(ः 


250 _ 8-97 
3५ चक्र का डॉलिल 7 डकार आह (3) 


द्रं(: | 
साथ ही /९! से मे न उद + 225 + 2 


; धें 
अब (९-8९! ८ 3८52 + 20872 + ८ - 6४2 -- 6: .-- ८ दो 


थे 
बे उधर + 2४ - + 
न 


] व पं रथ 
इसलिए, हे (0५0 - «७९७ < या (2 + ड़ हे जन 245+ 8 हक ... (2) 


() और (2) से, हम पाते हैं 
] 
7 0४८ - 202 5 2८ वक्र की ढाल 
उदाहरण 0 एक उत्पादन और विपणन क्रियाकलाप की कुल लागत फलन 


3 
- (७) कई रद + 75४ -+ 27 


वाणिज्य एवं अर्थशास्त्र में कलन के अनुप्रयोग 90 
से प्रदत्त है। वह उत्पादन स्तर (उत्पादित इकाइयों की संख्या) ज्ञात कीजिए जिसके लिए 


औसत लागत 5 सीमांत लागत हो। 

हल दिया है (४) 5 नर क्र ४ रु | ला 5 ह ह (2) 
, इसलिए, (0 चः 
'()) के दोनों पक्षों को अवकलित करने पर, हम पाते हैं 


हे 7 अर्थात्‌ (0 5- 
क्र 2 4०५ 





अब, सीमांत लागत (४८0) ५ औसत लागत (५0) 


अर्थात्‌. 38 बल गो 7० 

। 9 हु अर 
3 3 27 

के पे 


या 22536 अर्थात्‌ #>+ 6, ु 
ऋणात्मक मान छोड़ने पर, क्योंकि उत्पादन » कभी ऋणात्मक नहीं हो सकता है। 
हम पाते हैं कि ४6 उत्पादन स्तर है जिस पर|॥20> ४20 द 
प्रश्चावली 48.2 
8. यदि एक निर्माता का कुल लागत फलन (७500+ 30:+<? है, तो ज्ञात कीजिए : 
(0) औसत लागत फलन। 
(7) सीमांत लागत जब 20 इकाइयाँ उत्मादित हुई हैं। 


2. एक उत्पाद के लिए औसत लागत फलन 





8000 हे सकी शी से ह 
20० 0.0002% - 0.055+ 7 + से प्रदत्त हे जहाँ » उत्पादित इकाइयों की. संख्या है। 


गणित . 


0) सीमांत लागत फलन ज्ञात कीजिए। (9) सीमांत लागत क्या है जब 00 इकाइयाँ उत्पादित हुई हैं। 


न इंकोईयों | 
, एक वस्तु की » इकाइयों के लिए कुल लागत फलन (((७) बुर्लक 3#-7४+ 6 से प्रदत्त है। 


ज्ञात कीजिए ; () सीमांत लागत, (४) औसत लागत तथा 


४ (-((<») 


(॥) दिखाइए कि सीमांत औसत मूल्य से प्रदत्त है। 


यदि संपूर्ण लागत फलन (१5३-- 2£+ 5 से प्रदत्त है जहाँ « उत्पादित इकाइयों की संख्या है, तो दिखाइए 


० ह जो है 
कि 77 805 7; (40 - 2८) जहाँ 2 तथा ८ क्रमश: सीमांत लागत और औसत लागत हैं। 


- 2 
एक माल का औसत लागत फलन उत्पादन ७2८ “2736 . « 0, से उत्पादित »के पदों में दिया 


है। कुल लागत एवं सीमांत लागत फलन ज्ञात कीजिए तथा ॥/0 भी ज्ञात कीजिए जब ४ 0 हो। 


, एक़ विशेष माल की » इकाइयों के उत्पादन एवं विपणन की कुल लागत 0(४)5३८०४*० से प्रद॒त्त है। सत्यापित 


-+ (८ 


९: 
कीजिए कि &( वक्र का ढाल से प्रद॒त्त है। 


लागत फलन (0(४) 5 ८४६ 





)+ 4, ०, 2, 2. ४> 0, 2 > ८ के लिए सत्यापित कीजिए कि उत्पादन के 
वर्धमान होने पर औसत एवं सीमांत लागत वक्र निरंतर घटते जाते हैं। 


५. यदि (८८७) 5०.05%-0.2:2- 5, वह उत्पादन स्तर ज्ञात कीजिए जिसके लिए औसत लागत «८ तथा सीमांत 


तो सीमांत लागत फलन ज्ञात कीजिए तथा सत्यापित कीजिए कि 


लागत ॥४८ समान हों। 


*,. कुल लागत फलन (१७४+ 2:8-3.5% से प्रदत्त है। सीमांत औसत लागत फलन (५८) ज्ञात कीजिए तथा 


वे बिंदु भी ज्ञात कीजिए जहाँ ॥(/2 वक्र £-अक्ष और >-अक्ष को प्रतिच्छेदित करता है। 


किसी सामान की » इकाइयों के उत्पादन में औसत लागत मूल्य समीकरण 


4 
हित ० 5000 
“उडी 5 कक: सिलकनन>+-- के 3 0 क--++- 
5 काल, से प्रदत्त है। 


48५ _ (०-७९: 
डे 





वाणिज्य एवं अर्थशास्त्र में कलन के अनुप्रयोग 903 


8.6 औसत एवं सीमांत आय (#एश-ब2० बाएं शिन्काष्टांआई ॥१९४९४ए७९४) 


पुनः स्मरण कीजिए कि एक वस्तु की & इकाइयों को #रु प्रति इकाई की दर से विक्रय करने पर प्राप्त 
कुल आय २७४.० से. प्रदत्त है 


अब औसत आय (»॥२) प्रति इकाई से प्राप्त आय है जो इकाई वस्तु का मूल्य प्रदर्शित करता है। 
अतः औसत आय ४&7२८०--७-४/ (मूल्य प्रति इकाई) 


इस प्रकार औसत आय प्रति इकाई मूल्य ही होता है। 
सीमांत आय(५ी२) किसी क्षण विक्रय की गई वस्तुओं के सापेक्ष आय परिवर्तन की दर को इंगित 
करता है। 


इस तप 2! 2 


आर्थिक विश्लेषण के अनुसार जब एक माल का मूल्य उत्पादन स्तर >से स्वतंत्र होता है, तब व्यवसाय 
शुद्ध प्रतियोगिता के रूप में चलाया जात्ता है। इस प्रकार शुद्ध प्रतियोंगिता के अंतर्गत »,» से स्वतंत्र होता 


है, इसलिए हम पाते हैं सा 0 


इसलिए २-४ - प्रति इकाई मूल्य है। 
किसी प्रतियोगिता के अभाव में व्यवसाय एकाधिकार व्यवसाय के रूप में चलाया जाता है। एकाधिकार 
व्यवसाय में माल का मूल्य उत्पादित. और विक्रित वस्तुओं की इकाइयों की संख्या पर आश्रित होता है। 


, “/इस पुस्तक में हमारा विवेचन इस मान्यता तक सीमित है कि », » का एक फलन है अर्थात्‌ व्यवसाय 
एकाधिकांर स्थिति के अंतर्गत चलाया जा रहा है जब तक कि अन्यथा न कहा जाए। 


: एक विशेष उत्पादन की. मांग समीकरण 95 20+5%- 3: से प्रदर्शित है, जहाँ » मांगी गई 
इकाइयौं की संख्या तथा / प्रति इकाई मूल्य है। 


(0) कुल आय (7२) ज्ञात कीजिए। (0) सीमांत आय (५0२) ज्ञात कीजिए। 
(#) सीमांत आय प्राप्त कीजिए जब 2 इकाइयाँ बेची गई हैं। 
(0) संपूर्ण आय 
पर € मांग » मूल्य । 
च्ड %(20+5%-3%) न 20४ के 5 - 3४ 
से प्रद॒त्त है। 
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(४) सीमांत आय 
0२ < सा (7) 5 20+ 0:- 9४१ 
(8)» # 2 पर सीमांत आय ह 
(२) _, 5 20+ !0(2) - 9(2)2  + 20 + 20 -- 36 5 4 
से प्रदत्त है। 
अत; 2 इकाइयाँ के विक्रय होने पर सीमांत आय 4 रु है। 
'उबाहरण 2 किसी उत्पाद की & इकाइयों के विक्रय से प्राप्त कुल आय 
| ए(० + 365 + 3:2+ 5 से प्रद॒त्त है। | 
ज्ञात कीजिए :(0) औसत आय (9) सीमांत आय 
(व). ४55 पर सीमांत एवं औसत आय तथा 
(ए१ 50 वीं वस्तु बेचने पर वास्तविक आय 
हल दिया है २(:४) + 36:+ 32 + 5, अब 


(२ 
6) औसत आय ४।२ ८-7: ₹36+ कर 


. (४) सीमांत आय धार 5 हि 5 36 + हू 
(४) जब 5 
80536 + 3(5) +. 552 
तथा ार 5 36 + 6(5) ८ 66 
(ए) 50 वीं वस्तु को बेचने से प्राप्त वास्तविक आय 
* *5 50 वस्तुओं को बेचने से प्राप्त आय -49 वस्तुओं को बेचने से9प्राप्त आय 
- [36 (50) + 3(50)2+ 5] - [36 (49) + ३८49)? + 5] 
ल्‍ ]800 + 7500 +5 - 764 - 7203 - 5 > 333 रु। 
उदाहरण 43 किसी एकाधिकारी व्यवसायी का मांग फलन इसके उत्पादों में से एक के लिए - 
700  #६ + 8 ह ॒ 


वाणिज्य एवं अर्थशास्त्र में कलन के अनुप्रयोग 905 . 


है। वह जानता है कि वह 4 रु प्रति इकाई मूल्य पर 400 इकाइयाँ तथा 2 रु प्रति इकाई मूल्य पर 800 
इकाइयाँ बेच सकता है। कुल, औसत और सीमांत आय फलन ज्ञात कीजिए। साथ ही प्रति इकाई मूल्य ज्ञात 
कीजिए जब सीमांत आय शून्य है। 


हल दिया है कि #(0 + ५८४+४ () 
जब #5 400, #54 रु | | 
(!) में रखने पर, हम पाते हैं 

47 4004+ 8 (2) 
साथ ही जब »7- 800, 7च"2रु 


() में रखने पर, हम पाते हैं 
2 800 4+8 : ह | (3) 
(2) और (3) को हल करने पर, हम पाते हैं 


धरूणदुपप तेथा 85 ॥] 


200 
इसलिए, मांग फलन #5- उठ6 से व्यक्त है। (4) 
2 
इस प्रकार कुल आय (२ हू ]]% -- 
ड् कु (772) ₹ 9.४ 5 ]& कक 
औसत आय (47 बोल !] >दउ८ 
(८ 200 


। 
सीमांत करने 
मांत आय (५२) ॥ -पृकछ् 


जब धार 5 0, तब 


५० 
]] - 6 न्‍न्0) या ४5 00 


(4) में प्रतिस्थापित करने पर, हम पाते हैं कि मूल्य #5]]- + 5.50 रु 
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इस प्रकार, जब सीमांत आय समाप्त हो जाती है, तो प्रति इकाई मूल्य 5.50 रु है। 


उदाहरण 4 एक फर्म की उत्पादन इकाई में यह पाया गया कि उत्पादित इकाइयों की कुल संख्या (छ) 


हे | हर 
: श्रमिकों की संख्या (४) पर आधारित है .और संबंध ४-25 # (#* +36) 2 से प्राप्त होती है। उत्पाद का मांग 
250 





फेक कटी के है। # 54 पर सीमांत आय ज्ञात कीजिए। 
250 

प्टठल स् प 
हल दिया है 95 77 

इसलिए आगे किक 
52023 कुल 9 2088 ४+5 

बार. 250 [(४+5) - »] 3750 

अर्थात्‌ 0शए न-प7 का पर पज्जा_ 5७ उदय 


क्र (&४+5) 7 (४+5)7 


| 
साथ ही दिया है %5८ 25% (को + 36) 2 - 


* ] 
द ->. 00 
इसलिए जब #₹ 4, ४ 2524 [47 +36] २ पा जा 2 
: 3750 ॥ 
तथा जब #₹ः 4, शीर ल्त0५59९ +5) 6 | 
घश्नावली 8.3 


4. एक उत्पाद की » इकाइयों के विक्रय से प्राप्त कुल आय 


टन 2८ 
2६0) 5200+ “_- 


से प्रदत्त है। 
ज्ञात कीजिए : े 
()) औसत आय (0) सीमांत आय 
(॥) सीमांत आय जब 525 | 
2. एक एकाधिकारी व्यवसायी का मांग फलन 95300 - 5£ है। 
() सीमांत आय फलन ज्ञात कीजिए। ह 


80. 


], 
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() किस मूल्य. पर सीमांत आय शून्य है? 
एक माल की. इकाइयों के लिए कुल आय फलन 
(७४) 5 > + ठ अा-7 


दिया है। सीमांत आय ज्ञात कीजिए जबकि उत्पादित माल की इकाइयों को संख्या (४) 20 है। 


« एक विशिष्ट उत्पाद की मांग समीकरण #5300+2£- 5: से प्रदर्शित है जहाँ मांगी गई इकाइयों की संख्या 


» तथा प्रति इकाई मूल्य » है। ज्ञात कीजिए : 
()) कुल आय (7२) (0) सीमांत आय (५२) 
(7) सीमांत आय जब 3 


एक माल के लिए मांग फलन &50-39 से प्रद॒त्त है जहाँ » उत्पादित माल की इकाइयों की संख्या तथा 
7 प्रति इकाई मूल्य है। सीमांत आय फलन तथा »<3 पर सीमांत आय भी ज्ञात कीजिए। 


* एक उत्पाद की » इकाइयों से प्राप्त कुल आय ॥२ ()- 20 :-0.5 से प्रद॒त्त है। ज्ञात कीजिए (6) औसत आय 


(7) सीमांत आय -. (68) »50 के लिए स्रीमांत आय 
(0५) ॥5 वीं वस्तु के विक्रय से वास्तविक आय। 


कुल आय फलन १२(४) 5 8000:+ 20% -.४ से प्रदत्त है। ज्ञात कीजिए 
6) औसत आय - (४) सीमांत आय 
(67) ४50 के लिए सीमांत आय एवं औसत आय। 


किसी एकाधिकारी व्यवसायी का अपने उत्पादों में से एक के लिए मांग फलन ७(४) 5५४+४ है जहाँ / उत्पादिंत 
इकाइयों की संख्या और » प्रति इकाई मूल्य है। यदि 5 इकाइयों के विक्रय पर मूल्य 800 रु प्रति. इकाई तथा 
3 इकाइयों के विक्रय पर मूल्य 2000 रु प्रति इकाई है, तो संपूर्ण, औसत एवं सीमांत आय फलन ज्ञात कीजिए। 
साथ ही प्रति इकाई मूल्य ज्ञात कीजिए जब सीमांत आये शून्य है। 


किसी माल का मांग फलन #-- 4४११० से प्रदत्त है जहाँ & मांगी गई इकाई की मात्रा तथा # प्रति इकाई 
मूल्य है। दिया है कि प्रति इकाई मूल्य 7 रु है जब 600 इकाई उत्पाद का उत्पादन हुआ है। कुल आय, औसत 
एवं सीमांत आय फलनों को ज्ञात कीजिए। साथ ही प्रति इकाई मूल्य भी ज्ञात कीजिए जब सीमांत आय शून्य है। 


किसी माल का प्रति इकाई मूल्य & और माल की इकाइयों की संख्या « रैखिक रूप से संबद्ध है। यदि उपभोक्ता 
उत्पाद की 50 इकाइयों की मांग करता है जब कि प्रति इकाई मूल्य 0 रु है और 20 इकाइयों की माँग करता 
है जबकि प्रत्येक का मूल्य 5 रु है, तो मांग फलन तथा कुल आय, औसत एवं सरीमांत आय फलनों को 
ज्ञात कौजिए। 





मु 8- 
माग फलन #%च5 कक 


के लिए सीमांत आय वक्र और औसत आय वक्र के ढालों के मध्य संबंध स्थापित 


कीजिए जहाँ » प्रति इकाई मूल्य # पर विक्रय की गई इकाइयों की “संख्या को निरूपित करता-है। 
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42. एक फैक्ट्री में यह पाया गया कि एक दिन में उत्पादित इकाइयों की कुल संख्या (७) श्रमिकों की संख्या (४) 
ञ्झा 
४ह+ 5 





ही " 2 
पर आश्रित है और संबंध &> से प्राप्त होता है। उत्पाद का मांग फलन 95 कक है। ॥>20 के 


लिए सीमांत आय ज्ञात कीजिए। 


2 | जम 
3. मांग फलन 95 “77 के लिए दिखाइए कि सभी ४>0 तथा ०<0 के लिए सीमांत आय फलन 


वर्थमान है। 


48.7 कुल आय का अधिकतमीकरण (0शवरह्धांज्रांटक्षांणा 0 ॥09 ह०प९शणा०) 

एक वस्तु की » इकाइयों के उत्पादन एवं विक्रय से प्राप्त आय ज्ञात की जा सकती है जब उत्पाद का मांग 
'फलन दिया हो। इस प्रकार वह उत्पादन स्तर ज्ञात करना संभव है जिस पर कुल आय महत्तम हो। यदि एक 
फर्म के उत्पाद के लिए मांग फलन ४>/00 है तब फर्म का आय फलन ए, 7२ 5 ४४% 7(00 से दिया 
जाता है। 


करें जिस पर व2ए 
आइए पुनः स्मरण करें कि » के उस मान के लिए जिस पर “-- 0 तथा 


प्र कट 
होता है। 





<0 तथा ॥२ महत्तम 


उदाहरण 45 एक निर्माता के उत्पाद के लिए मांग फलन #520- हा) है जहाँ + इकाइयों की संख्या 
तथा # प्रति इकाई मूल्य है। » के किस मान के लिए आय महत्तम होगी? महत्तम आय क्‍या है? 
हुल आय | - 


थ्र डे 


ने; 
&8+ ४ 5 (20 - श्र )<% + 205 - जि 
से प्रदत्त है। ह 





ट। 
अब जि 2 आयी | हम 





वाणिज्य एवं अर्थशास्त्र में कलन के अनुप्रयोग 909 


इसलिए, २ महत्तम है जब ४-40 और ॥२ का महत्तम मान 


40)2 
20 < 40 - न + 800 -- 400 + 400 


अतः महत्तम आय > 400 


उदाहरण 86 एक विशिष्ट माल के लिए मांग फलन 9» 5८*४४, 0< »< 8 के लिए है जहाँ > प्रति 
इकाई मूल्य तथा » मांगी गई इकाइयों की संख्या हैं। मूल्य एवं मात्रा ज्ञात कीजिए जिस परं आय महत्तम है। 


हल मान लीजिए? कुल आय है। 





तब 0१ ८ (प्रति इकाई 'मूल्य) « (विक्रित इकाइयों की संख्या) ८ 5&€२/ 
वार ११ 
कक फीकी 53 /__.- ;7%/3 जि ४773 कलाम 
अब | कक 65 [&,७””- ( 5 )>+ €7,]] 5 ]56€*” (] ठ ) 
व्‌ न । अं 20 
तथा जा हक विश 05) कक 82067) 
5-5८४ (2-५) 
वार कै 
महत्तम आय के लिए का 3 2 अ207 75) 0 था #छूठे 
। बगर ह 
और | के | चःू-5 ८7 (2- ])5-> <0 


इस प्रकार,२ महत्तम है जब 5-3 


» के इस मान को मांग फलन 9» 5 ७४० में प्रतिस्थापित करने पर, हम निम्न मूल्य पाते हैं : 


। जहा | सोनी दंकाइयों 
उदाहरण 47 इकाई मांग फलन #&रू व (24-22) है जहाँ « मांगी गई यों की संख्या, /# प्रति इकाई 
मूल्य है। ज्ञात कीजिए : 


9|0 गणित ! > दहे 
(6) मूल्य # के पदों में आय फलन॥३२१ तथा 
(3) मूल्य एवं मांगी गई इकाइयों की संख्या जिनके लिए आय महत्तम है। 


है ] 

हल हम जानते हैं कि कुल आय ३ + % ८ वु(249- %) 
बार 4 गि 

अब “7 जय (6-2) तथा 


बारे 4 
महत्तम आय के लिए, का एयर (6-/72)50 या 956 


व्‌ 4 रे 
जब हाय नल्-प्र< 
(2४2 क् 276 3 


इसलिए, जब 956 तब आय महत्तम है। 


हे 
साथ ही ४ 4 (24-%) 


[ 
जब 776, &₹ 7 (24- 2) 54 


इस प्रकार, प्रति इकाई मूल्य 6 रु पर 4 इकाइयों की मांग के लिए आय महत्तम होगी। 
8.8 कुल लाभ का अधिकतमीकरण (शह्मषंक्रांडब्ाणा ७ तत्वों ?70॥0 | 
यदि एक माल की » इकाई उत्पादन में कुल लागत तथा प्राप्त कुल आय क्रमशः (((४) और 7२() हों, तब 
लाभ फलन ९(०), 


2(४) 5 7९(४) - ९ (७) 
से प्रदत्त हैं 


प्र? व; 
अब लाभ महत्तम होगा जबकि हज और बे 5 
गा बीर(४) ०४0०(४ _ ४१२(४) _ 4८७) 


वाणिज्य एबं अर्थशास्त्र में कंलन के अनुप्रयोग 9] 


ब?र(>) . ०70(७) 
अर्थशास्त्र की भाषा में, हम कह सकते हैं कि लाभ के अधिकतमीकरण के लिए आवश्यक प्रतिबंध हैं 
कि महत्तम लाभ वाले बिंदु पर सीमांत आय तथा सीमांत लागत समान होने चाहिए। - 


उदाहरण 8 एक कंपनी « वस्तुएँ उत्पादित करती है और कुल लागत (: और कुल आय २ समीकरणों 
(5 00+0.05 »* और 7२> 3 से प्रदत्त हैं। कितनी वस्तुएँ उत्पादित की जाएँ कि लाभ महत्तम हो? 
यह लाभ क्‍या है? 


या ३॥२ -- |/८: ८ 0 और 


हल मान लीजिए कि 7(४) लाभ फलन है। 
तब ९७0 + २४) - 0(७) 5 3४ - (00 + 0.05 ४१) 
< 3४- 00 - 0.05 ४? 


के ० _ 58 
अब व[ +3-0.03% और पुर +- 0.030 


लाभ के अधिकतमीकरण के लिए, हम पाते हैं 


हर ु 
<2 _>0या 3 - 0.030:5 0 या ४ 00 
7८४ + 


[47% 
साथ ही ४० |. 7 0.030 < 0 


इस प्रकार, जब ४ 00 है तो ९(४) महत्तम है 
और महत्तम लाभ € 3 * 00 - 00 -- 0.05 « (00)?5 50 
उदाहरण 9 एक रेडियो निर्माता को ज्ञात होता है कि वह प्रति सप्ताह, #रु प्रति रेडियो की दर से » रेडियो 


बेच सकता है जहाँ / 5 2(00 - न्‍ ), उसकी प्रति सप्ताह » रेडियो उत्पादित करने की लागत (20%+ 


4 हु है 
जे )रु है। दिखाइए कि उसका लाभ महत्तम होता है जब वह 40 रेडियो प्रति सप्ताह उत्पादित करता है। 
प्रति सप्ताह का महत्तम लाभ भी ज्ञात कीजिए। * 


हल प्रति रेडियो मूल्य #-2(00-ट) 


9]2 गणित 


इसलिए, आय ॥२८ [४ 5 2४ (00 - ह ) 2005 - कटा 
करा 
साथ ही लागत फलन 06) 5 !20+ “77 से प्रदत्त है।. 


लाभ फलन ?९(४) 5 7१(७) - (७) 


2 2 . 
42 32 की अथ आ 2 
2005 ठ ]20 ४ 2 80 ४ - 


4८९९०) _ ४११०७ _ 
अब , पलक ल 08 और हु 
है 
महत्तम लाभ के लिए सा 50 अर्थात्‌ 80-2%50 या ४40 
जे 2 | गा 
रे ंआय3 7 | '“+->2< 
कं अ5।0 


इसलिए, जब ४४ 40, तो विक्रेता का लाभ महत्तम होगा। 


' साथ ही . महत्तम लाभ 80.(40) - (40)१5 600 रु 
््ि ु | 50 
उदाहरण 20 किसी एकाधिकारी व्यवसायी के उत्पाद के लिए मांग फलन ,#₹ हि है और औसत लागत 


;क्‍ ]000 ह ५ 
फलन ७८८0.50+ “7 , महत्तम लाभ के लिए मूल्य एवं उत्पादन ज्ञात कौजिए। इस स्तर पर दिखाइए 
कि सीमांत आय तथा सीमांत लागत बराबर है। 


नम 50 
हल मांग फलन 5 7 है। 


50 
इसलिए आय (४) 5 ४४ ८ फुल 50 /£ 


मान लीजिए 0! कुल लागत फलन को निरूपित करता है, तब दिया है कि 


वाणिज्य एवं अर्थशास्त्र में कलन के अनुप्रयोग 93 








ध् 000 

औसत लागत ७0८ 0.50 + 

६ ]000 

इस प्रकार (४) 77 ४ (5 ४ (0.50 + ग ) 0.50: + 000 
अब लाभ ए(४) 5 7९(४) - ०(७) 550 ,/( - 0.50: - 000 

4९(७) _. 50 23 2७(४) 25 

इसलिए डिक अं +८+32०९ कान: ५ पिता हे मद 

इसलिए क  परूबुन 7050 है -050 और “73 ठज्ञत 


4?(०४) 


25 
महत्तम लाभ के लिए हज अर्थात्‌ द 70.5050  +२२-2500 





और (8 :62| -25___ -25 कक 
कट. |. ७०  2(2500)/% _ 2)025600 _ 40666 


इसलिए, »₹- 2500 पर महत्तम लाभ प्राप्त होता है और संगत मूल्य 





50 
7० द्् त है 
| न बार... 25 
“साथ ही र आय (थार) ८ ([ "हर - | 
समेत 40 
तथा सीमांत लागत (2) ८ कर 0-50 
जब 5: 2500, 
25. 25 





ाएड 5 ल्ा050 और ]/0 0.50 


इस प्रकार शा२ ८ ]/( जब %5 2500 
8.9 औसत लागत का न्यूनतमीकरण (शांग्रांम्रांशब्रांणा छा &एश-बरट॒० (०४0 


: हम जानते हैं कि, यदि (!-/>), उत्पाद की £ इकाइयों के उत्पादन एवं विषणन की कुल लागत है, तब 
औसत लागत (»८0) 


9]4 गणित 


0 
शैटक से प्रदत्त है। 


अर्थशास्त्र की एक महत्त्वपूर्ण समस्या उत्पादन का वह स्तर ज्ञात करना है जिस पर औसत लागत न्यूनतम 
हो। उच्चिष्ठ और निम्निष्ठ के प्रतिबंध के प्रयोग से, वह उत्पादन स्तर जिस पर औसत लागत न्यूनतम हो, 








4450 १4260 
0 और 


परंट वर 2 


ही 45.0 े हैं यूलों 
यहाँ; पुनः हम समीकरण लक को हल करते हैं और ऋणात्मक या भिन्‍नात्मक मूलों को अस्वीकार 


2 १4 
कर देते हैं। त्तन हम शेष मानों के लिए कण के चिहन की जाँच करते हैं। जिस पर “- 


मु 2 





धनात्मक 
होता है, यह मान वह मूल्य होता है जिस पर »८ न्यूनतम हो। 


उदाहरण 2 एक चस्तु की निर्माण लागत में स्थिर व्यय 000 , पदार्थ की कोमत 2 रु प्रति इकाई तथा « 


हे 2 
इकाइयों के उत्पादन की श्रम लागत कं रु है। ज्ञात कीजिए औसत मूल्य न्यूनतम करने के लिए वस्तु की 
कितनी इकाइयों का उत्पादन करना चाहिए। 


है 
5०५ कुल लागत 05 000+ 2::+ ता से प्रदत्त है 


0 व000 . 
और औसत लागत «७0 3 आप से प्रदत्त है। 














| | पोल 4५० धर 00 
न्यूनतम औसत लागत के लिए प्रथम और दूवितीय क्रम के प्रतिबंध क्रमशः रा और मु 
है। 

. ४७९ _ _000 | । हर “0० _ 2000 ह | ह 
के तक क्रि हू 7 9 
। 45० 8000  | 
लिए 0००." व्याण बन जता ऋ5 
50 के न्यूनतम होने के लिए 3 अत कक 3 


के ४2 + 90000, 5+ >₹- 300 


वाणिज्य एवं अर्थशास्त्र में कलन के अनुप्रयोग 95 





और 4१७८: 2000 

| 2 
2 6 08 
अतः, &₹ 300 पर (८ न्यूनतम है। 


उदाहरण 22 मान लीजिए. एक फर्म का लागत फलन निम्नलिखित समीकरण 


0 ३300:- 0८ + न से प्रदत्त है, जहाँ लागत के लिए ८ तथा उत्पादन के लिए. & प्रयुक्त है। 
परिकलन कीजिए : 

6) उत्पादन की मात्रा जिस पर सीमांत लागत न्यूनतम हो। - 

(7) उत्पादन की मात्रा जिस पर औसत लागत न्यूनतम हो। 

(॥0) उत्पादन की मात्रा जिस पर औसत लागत, सीमांत लागत के बराबर हो। 


] 
हल लागत फलन (5 300:- 0/2+- » दिया है। 








ह ८० 
इसलिए ओऔसत लागत ७(' <- न तक00:50:% २ हे 
जीभ 40 
और सीमांत लागत |(0 < कर + 300 - 208 नकरे 
प्री और 42१८ 
) 0 ४> _ - 20+2% और 2 
४) 6 जज 





(८ के न्यूनतम होने के लिए, 


डर 47८ 
और ॥ त्रा | +2>0 
पड ख्चञ0 


इसलिए 0 इकाई वह उत्पादन की मात्रा है जिस पर सीमांत लागत न्यूनतम है। 


(2/0/ | 
धर 0 २-20 + 2257 0 5-२ 7 0 





०:७८ 2 
3 


का. - 


(/ १] 
चंड 








2 
(0) तल और 


- 96 गणित 





5८ के न्यूनतम होने के लिए, 
बे पः्0 0 + हे 0 न्न्वठ 
हा स्का 320 चर जे 
जे 47७८ 2 
कफ कि 


इस प्रकार, जब उत्पादन स्तर [5 इकाई है औसत मूल्य न्यूनतम है। 


] 
) 20 5 ]७/७ >> 300 - 0४+ 7» * 300 - 20% + >? 


४ शट 
ि बुक“ ]0४ 5 0 सटे ४ 50याइर ]5 


परंतु » शून्य नहीं हो सकता,इसलिए &- 5 वह उत्पादन स्तर है जिस पर सीमांत लागत और औसत लागत 
बराबर हैं। 


उदाहरण 23 एक फर्म का लागत फलन (७5.2+28%+5 है, जहाँ लागत (! और उत्पादन स्तर < है। 
2 रु प्रति इकाई की दर से एक कर लगाया गया है जिसे उत्पादक अपनी लागत में जोड़ लेता है। औसत लागत 
का न्यूनतम मान ज्ञात कीजिए। 


हल उत्पादन की प्रत्येक इकाई पर कर 2 रु है, इसलिए » इकाई के लिए लागत में जोड़ा गया कर 
2% रु है। 





इसलिए _ कुल लागत 5 5४ + 28:+5+ 28 करे 000 5 5# + 30% +5 
० 5 
अब औसत लागत (५0) < कि 
450 5 478८ 0 
अतः हा और कि 





मी कक व 5 # की 
रन 


ऋणात्मक मान अमान्य है अत; ४ -] 
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4?/0(7 0 
और अत | डे 
और ॥ वे 2 क्‍ । ] टू] 0 


इस प्रकार, £] पर औसत लागत न्यूनतम है तथा न्यूनतम औसत लागत (/५८) 
. | 0 ॒ 
४७८ 5 5() +30 + तू 545 


उदाहरण 24 एक हारमोनियम निर्माता प्रति सप्ताह » सेट उत्पादित करता है तथा उत्पादन की कुल लागत 
संबंध 0 (४) 5 > - 35ऋ2 + 27,000:+ 20,000 से प्रदत्त है। ज्ञात कीजिए कितने हारमोनियम उत्पादित 
किए जाएँ, जिससे कुल लागत न्यूनतम हो? 


हल दिया है. 000 5» - 35%2+ 27,000:+ 20,000 


( 


5 ह 
अब # न 3४ - 63% + 27,000 5 3(४ -- 20४ + 9000) 5 0 
न (/-50) (५-60) 50 या ४5 50 या 60 
ते (0 
जब ४ २60, “एम ₹6»60-6305- 270 < 0 


धर 
इस प्रकार, ४ 60 पर 0(७) न्यूनतम नहीं है। अब जब £- 50 है तब 
है ( 
7] 2 
उदाहरण 25 एक निर्माता & इकाई प्रति सप्ताह की दर से कंप्यूटर के आंकड़े संग्रह करने की फ्लापी उत्पादित 





56» 50- 630 5+ 270 > 0, अत: ४₹१50 पर कुल लागत 0 न्यूनतम है। 


ह 3 
करता है और उसके उत्पादन एवं विपणन की कुल लागत ((४) +( हे -0/29+ 5 ४ +30) रु है। प्रति सप्ताह 


उत्पादित फ्लापियों की इष्टतम (07४74) संख्या ज्ञात कौजिए जिससे सीमांत लागत और औसत चर लागत . 
न्यूनतम हों। . ' 


मु ह 
हल दिया है ((») न - ]0:2 + 5 & +30 


प्र 
अब 5 न पास मन र्नः 
के ह प्र 2 - 20% +5 
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ह ह 
इसलिए)! 5 ४१ - 20:+!5 और लि - 2%-20 
वध 2 


क्र न्न्‌ 0 करे 2%-20 50 या >१0. 





४८ के न्यूनतम होने के लिए, 


47१४८ 
और । ] >2>0 
का: स्त0 ॒ 


इसलिए, सीमांत लागत न्यूनतम होने के लिए 0 फ्लापियों का उत्पादन और विपणन होना चाहिए। 
हम जानते हैं कि कुल लागत, स्थिर लागत एवं चर लागत का योग होता है। 





हे 3 
इसलिए, चर लागत - ह _ 0%2+ 5 » और 


औसत चर लागत (५७८) + (चर लागत) 


दरों अर - ह 
नमन 222५ न्‍ल्‍ू “--]0%+] 
४०5५ ]08 + 5 ४) * ब 0&+5 
45४० 2 ४2/५८० _ 2 
50403 8 व न 
अब हक ठ् जो और क्र 3 नी 
है 4७५० 2 
#५४८ के न्यूनतम होने के लिए, . हज ही कक! ५ कल, छिप 8 लक 
4१५०० 2 
और । रू | चञ्ः>0 
धंड अं 3 


अत;, औसत चर लागत न्यूनतम करने के लिए 5 फ्लापियों का उत्पादन और विपणन करना चाहिए। 


ग्रश्नावली 8.4 


80 - है इकाइयों को सं | 
डर “ है, जहाँ » इकाइयों की संख्या और 7 प्रति इकाई 


मूल्य है। » के किस मान पर आय महत्तम होगी? महत्तम आय क्‍या है? 


2. एक उत्पादन का आय फलन संबंध »<60,00,000 - (४- 2000): से प्रदत्त है जहाँ » कुल आय है और 
» विक्रय की गई इकाइयों की संख्या है। 





4. एक निर्माता के उत्पाद के लिए मांग समीकरण #₹ 


40, 


|, 


॥2. 


43. 


वाणिज्य एवं अर्थशास्त्र में कलन के अनुप्रयोग 99 


(0) ज्ञात कीजिए कि कुल आय के अधिकतमीकरण के लिए कितनी इकाइयों की संख्या का विक्रय किया जाए। 
(7) महत्तम आय की राशि जया है? ह 


2 
एक रेडियो निर्माता ग्रति सप्ताह » सेट ( दा +3%+ 00) रु की कुल लागत पर उत्पादित करता है। वह 


. एकाधिकारी व्यवसायी है और उसके उत्पाद की मांग फलन ४>75-3 है जहाँ # प्रति सेट का रुपयों में 
: मूल्य है। दिखाइए कि जब प्रति सप्ताह 30 सेट उत्पन्न हों तो महत्तम शुद्ध लाभ प्राप्त होता है। एकाधिकार 


मूल्य क्‍या है? 


यदि मांग फलन #5 /6-< है। ज्ञात कीजिए उत्पाद के किस स्तर पर कुल आय महत्तम होगी। 


एक आपूर्तिकर्ता डिजिटल डायरी के 50 या कम सेट की मांग पर पैकिंग लागत 620 रु शुल्क लेता है। 50 से 
अधिक की मांग पर यह शुल्क 5 रु प्रति सैट कम कर देता है। डिजिटल डायरी की मांग की इष्टतम संख्या 
ज्ञात कीजिए 'जिसे आपूर्तिकर्ता को स्वीकार कर लेना चाहिए, जिससे उसकी आय अधिकतम हो जाए। 


लागत फलन (७) 5४) - 57:72 + 35%+20 दिया है। उत्पादन का वह स्तर ज्ञात कीजिए जिस पर लागत न्यूनतम 


« हो जाए। 


यदि 0«0.0/2+5.:+ 00 लागत फलन है, औसत लागत फलन ज्ञात कीजिए। न्यूनतम औसत लागत के लिए 
उत्पादन स्तर & क्या होना चाहिए? यह न्यूनतम औसत लागत क्या -है? 


मान लीजिए एक निर्माता » वस्तुएँ प्रति सप्ताह प्रत्येक वस्तु को मूल्य #₹20-0,00% रुपए पर बेच सकता 
है जबकि » वस्तुओं के उत्पादन की लागत »55%+2000 है। अधिकतम लाभ के लिए प्रति सप्ताह उत्पादित 


वस्तुओं की संख्या ज्ञात कीजिए 


अधिकतम लाभ के लिए उत्पादन स्तर ज्ञात कीजिए। दिया है ४5200 - 0# और &(!5]0+ का जहाँ » 
उत्पादित इकाइयों की संख्या, » मूल्य तथा ७८: औसत मूल्य को प्रदर्शित करते हैं। 


मांग फलन »>2] -4% और औसत लागत फलन ४052 दिया है। अधिकतम लाभ हेतु उत्पादन ज्ञात कीजिए) 
उत्पादन की प्रति इकाई पर #रु-कर लगाने से लाभ पर क्‍या प्रभाव पडेगा? 


किसी एकाधिकारी व्यवसायी का मांग फलन और लागत फलन क्रमश; #53 - 5४ और (/5-७+ ३४ से 
प्रदत्त है। मुल्य के किस स्तर पर अधिकतम लाभ होगा? अधिकतम लाभ क्या होगा? 


किसी एकाधिकारी व्यवसायी का लाभ ?९(४)5 नन्दन > से प्रदत्त है। » का मान ज्ञात कीजिए जिससे (४) 


अधिकतम हो। अधिकतम लाभ भी ज्ञात कीजिए। 


एक उत्पाद के लिए मांग फलन 9 5900- 9४-22 से प्रदत्त है। उत्पादन का वह स्तर ज्ञात कीजिए जिस 
पर कुल आय अधिकतम हो। 
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48.0 वाणिज्य एवं अर्थशाझ्त्र में समाकलन के अनुप्रयोग (#छए़ांट्यधीगराड ० [आशएरा/म्रांणा 0 
(0९७ थाएं 8९०० ९8४) 


पूर्व अनुच्छेद में हमने देखा कि सीमांत फलन लागत फलन को अवकलित करने पर प्राप्त होता है। हमें कुल 
लागत या आय दो जाती थी और उससे सीमांत लागत या सीमांत आय प्राप्त की जाती थी। अब हम समाकलन 
के अनुप्रयोग से, जब सीमांत फलन दिया है कुल लागत फलन प्राप्त करने का प्रयास करेंगे। 


48.40.7 लागत फलन और औसत लागत फलन ज्ञात करना: (7हटाफराफद्रांमम रण 205 क्‍क्षयींत .._ 
काब करर-बढु० 2०5४ 82808) यदि (! कुल लागत 'फलन निरूपित करता है. जो सीमांत लागत 'फलन 


0५0), ॥॥2-« नि से प्रदत्त है। अवकलन के प्रतिलोभ समाकलन के प्रयोग से हम (१८ [४० 4५ + #, 
पाते हैं जहाँ # समाकलन का अचर है, जो कि स्थिर लागत के बराबर है। कुंल लागत (0) प्राप्त करके हम 
(0 हे ' 

' औसत लागत (0: « 7 भी ज्ञात कर सकते हैं। 
उदाहरण 26 एक वस्तु की » इकोई के निर्माण में सीमांत लागत फलन.6 +0::- 6: है। एक वस्तु की 
एक इकाई के उत्पादन की कुल लागत'2 रु है। कुल तथा औसत॑ लागत 'फलनों को ज्ञात कीजिए। 
हल हमें दिया है कि सीमांत लागत ॥(८ < 6+ ]0:- 6४ 
अब लागत फलन 05 |>४2 #%+ &5[(6+0%-6#)क+# 

जठ्त5४- 2 कक... /. () 


दिया है एक इकाई उत्पादन की कुल लागत 2 रु है अर्थात्‌ जब ४5 , (१5 2, (]) में प्रतिस्थापित करने 
बर हम पाते हैं 


2 € 6 » + 5 % 2- 2 ५८ ]89+ # अर्थात्‌ .&>3 


अतः, कुल लागत फलन (5 68+ 5: -299 +3 और ७2८ --+- 6 + 5%-2/2+ -- है। 


उदाहरण 27 एक उत्पाद का सीमांत लागत फलन |४८, १४८१ से दिया हुआ है और स्थिर लागत 
४4>+9 ड 


2000 रु है। उत्पाद की 4 इकाई उत्पादित करने के लिए कुल लागत तथा औसत लागत ज्ञात कीजिए। 





हा दिया है ४८ - ४4%४+9 


वाणिज्य एवं अर्थशास्त्र में कलन के अनुप्रयोग 92 





८ है. 
इसलिएकुल लागत फलन ( #* [४० बंप +ऊ | है /॥लहज धर४+ई 


2(4%+ 9): 


॥ 
>-»८4 
2 


- अर्थात्‌ 0<« +#<5४45+9+& 


दी हुई स्थिर लागत 2000 रु अर्थात्‌ जब 0, 25 2000, (]) में प्रतिस्थापित करने पर, हम पाते हैं 
200053+ ६£ >> #5 997 


इस प्रकार कुल लागत फलन ८ >./4५+9 + 997 


_ ४45+9 + 997 


और औसत लागत फलन 4७८: 5-- न्‍ 
न न 





जब ४ 4 तब कुल लागत 5 ,/649 +997 5 2002 रु 


है ु श्रीहद+9 997  व 
और औसत लागत जा कह प््णि रू 


उदाहरण 28 दिया है सीमांत लागत |/(! और औसत लागत (2 बराबर है। दिखाइए कि कुल लागत ८: 
उत्पादित इकाइयों की संख्या का रैखिक फलन है। 
हल मान लीजिए कि कुल लागत 0 है, तब 0-5 0८ 


्न्कः | री 


| | ्ि (0) 
जहाँ » उत्पादित इकाइयों की संख्या है। () से, हम पाते हैं द | 
बं(!. व 


(. न 
दोनों पक्षों का समाकलन करने पर, हम पाते हैं 
]08 20 5 08 ४+ & मान लीजिए &> 0४8 £ 
इसलिए ॥608 0१ >02 ४+ 08 ४ 
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स्न्डै 


स्स्फै 


जअत;, 


|] ध।॒ 


40,. 


]08 (० 5]]08 < 
(:« » ४, जहाँ £// एक अचर है। 
कुल लागत 0, » का रैखिक फलन है। 


.प्रश्नावली 8.5 


एक उत्पाद की » इकाई निर्माण का सीमांत लागत फलन ]/053:2- 0:+3 से प्रदत्त है। उत्पाद की एक: 
इकाई उत्पादन की कुल लागत 7 रु है। कुल एवं औसते लागत फलनों को ज्ञात कीजिए। 


मान लीजिए कि एक माल की » इकाई के उत्पादन की सीमांत लागत (हजारों रुपयों में) ]/(४७३४९%+5 


' से प्रदत्त है यदि स्थिर लागत 7000 रु है तो कुल लागत फलन ज्ञात कीजिए जब कि ६55 


. एक फर्म का सीमांत लागत फलन]/८< 35 02 > है। कुल लागत फलन ज्ञात कीजिए जबकि एक इकाई उत्पाद 


की लागत ॥। रु है। 


उत्पादन की सीमांत लागत ]/(<८20 - 0,04-:+ 0.003: है, जहाँ » उत्पादित इकाइयों की संख्या है। उत्पादन 


' की स्थिर लागत 7000 रु हैं कुल लागत तथा औसत लागत फलनों को ज्ञात कौजिए। 





एक माल के लिए सीमांत लागत फलन ४0, १४९0 न्तत्क से प्रदत्त है और स्थिर लागत 8000 रु है] 
उत्पाद की 3 इकाई उत्पादित करने की कुल लागत और औसत लागत ज्ञात कीजिए 


सीमांत लागत ( उत्पादित इकाइयों की संख्या » का एक अचर अपवर्त्य है। कुल लागत तथा औसत लागत 
'फलनों को ज्ञात कीजिए यदि स्थिर लागत 000 रु है और 30 इकाई उत्पादन की लागत 2800 रु है। 

एक इलेक्ट्रॉनिक उपकरण की » इकाई उत्पादन की सीमांत लागत (०७७ ,>+] से प्रदत्त है। उपकरण 
की 3 इकाई उत्पादन की लागत 7800 रु है, लागत फलन ज्ञात कीजिए। 


दिया है कि एक उत्पाद की सीमांत लागत |/(! तथा औसत लागत ४ एक-दूसरे के समानुपाती है। कुल लागत 
फलन ज्ञात कीजिए ताकि 2 इकाई उत्पादन की लागत 8 रु. तथा 4 इकाई उत्पादन की लागत 64 रु हो। 


इकाइयों सोमात | लाखों में > 
एक उत्पाद की « इकाइयों के उत्पादन की सीमांत लागत ( ) ४0 यू ४४+50+ 4 है। उत्पादन 


की कुल लागत ज्ञात कीजिए जब £52 है तथा यदि स्थिर लागत 8 लाख रु है। 


सीमांत 6 हम हैं कर 
यदि सीमांत लागत फलन ॥(८« द्वाय जहाँ ७५ अच्र हैं 


वाणिज्य एवं अर्थशास्त्र में कलन के अनुप्रयोग 923 


से प्रदत्त है और उत्पादन की स्थिर लागत शून्य है। कुल लागत फलन ज्ञात कीजिए। 


8.0.2 सीमांत आय फलन से आय फलन और मांग फलन ज्ञात करना (7हटशफाफावबरधंत्म ० 
##श्ापरर गीकाटाग्ल कब #॥2 बाबा उप्िहटीएा 0 ऋदाएमिदां हार ]ीकाटीका) 


बार 


हम जानते हैं कि शार हि ह < () 
जहाँ शीर : सीमांत आय फलन 

7 : कुल आय फलन 
तथा क्र : उत्पादित इकाइयों की संख्या 


२ ज्ञात करने के लिए, (!) का समाकलन करके हम पाते हैं 


0 | ॥(२०४ + &, जहाँ # समाकलन का अचर है और इसे २-0, जबकि ४0 तथ्य का प्रयोग 
करके ज्ञात करते हैं। 


| आप ह ह्‌ 
२ ज्ञात करने के बाद, संगत मांग फलन परिणाम ७#%४ या ४ की प्रयोग करके प्राप्त. किया 
जा सकता है। 


| 40 
उदाहरण 29 एक माल का सीमांत आय फलन श२> (छः -९० से प्रदत्त है। कुल आय फलन और 


मांग फलन ज्ञात कीजिए। 
धर 
हल दिया है थार - 867० 


ह इसलिए । [ारव+ + 
न्‍ | लग 70 |#+४ 
(४-82) 
ड्डे ्््‌- प्रह) +४ 








924 गणित 








2 जीत ६224 -(४+॥#/ 
४-9 
40 

जब, %+0, 70७0 सके 0च-ए -0+# या &छर₹-द् 
अत; कुल आय फलन 

--+०60 

ए . ८०0 . . 
५ >>? _ 2508 ६ 
परंतु / दे ० कक कम 4] 

प्र 2०-42 7 ८2 








ष् (9 ->) एड छ-ऊ 
नि (८ 
अत; मांग फलल #/चपू-7 5०है। 


उदाहरण 30 यदि एक माल के लिए सीमांत आय फलन |शा२ 5 9 - 6४2 +2४ है। कुल आय और संगत 
मांग फलनों को ज्ञात कीजिए। 


हल दिया है धार ०9-6#& +2& 
अब  ए>एक:+ ६५ 
जहाँ & समाकलन का अचर है। 
इसलिए 85 (9-6+? + 22) 4७ + # 5 9४-28 + #+ # 
हम जानते हैं, जब 0, तो 7२०0-०३ &50 
'इसलिए ।.. हि 5 9४-2क + के 
इस प्रकार संगत मांग फलन 
5 दल 
जहाँ # मूल्य तथा & विक्रय की गई इकाइयाँ हैं। 


_0. 


'यदि सीमांत आय फलन |शार२>5+ 


चाणिज्य एवं अर्थशास्त्र में कलन के अनुप्रयोग 925 
प्रश्नावली 8,6 


6 
(४+ 2)7 
आय ज्ञात कीजिए जब उत्पादित इकाइयों की संख्या 4 है। 





से प्रदत्त है। कुल आय फलन ज्ञात कीजिए। साथ ही कुल अर्जित 


सोम ] 

यदि एक माल का सरीमांत आय फलन )५ा२८ हल +2 है। कुल आय फलन ज्ञात कीजिए। साथ ही कुल 
आय बताइए जब मूल्य 2.20 रु है। 

एक माल का सीमांत आय फलन ॥(२०१ - 2:+ 4: से प्रदत्त है, मांग फलन ज्ञात कीजिए। 


निम्नलिखित प्रश्न 4 से ।0 तक दिए गए सीमांत फलनों के लिए कुल आय फलन और मांग फलन ज्ञात कीजिए : 








4 

मन नलॉनीीनीनननओ+ बन ! 5. डांस मरव»-_9ः%%कनभा मन नबकक. 
वा न ण््ढ (2:+ 3) ! 

ल्द्व+ रा 7 कि ]00-9%७ 
नील कक (8 (७+४)/ ' कि फट 

ड ४" + दे 
डी ठ्र्‌-0 9, शा२७ 20८१९ ((---) 
(४+ 9) हि 40 


१००९2 (४ + ) 
विविध उदाहरण 





(शा5इटआाओ,4एछ0057ऋ4एश ४8). 
उदाहरण 3] मांग फलन #₹०-४» के लिए सीमांत आय वक्र तथा औसत आय बवक्र के ढालों के मध्य संबंध 
ज्ञात कीजिए। 
हल दिया है . 974- #४ 
इसलिए े .. परत न कड + कप 
अब .. #परच 297-4- 8४ 
इसलिए 7२ वक्र का ढाल स्य नः- 0 (3) 


धार 
साथ ही शा२ ८ 


हि जूध-285% 


926 गणित 


बभार 
इस प्रकार ... थार वक्र का ढालल-तग १-२४ (2) 
() और (2) से, हम पाते हैं 
बोधार 
का. 4४ 


अर्थात्‌ (शार वक्र का ढाल, »२ वक्र के ढाल का दो गुना है। 


उदाहरण 32 एक केबिल टी बी संचालक के 5000 ग्राहक हैं। उनमें से प्रत्येक उसे 00 रु प्रति माह देता है। संचालक 
शुल्क बढ़ाना प्रस्तावित करता है तथा वह पाता है कि प्रत्येक 0.50 रु की. बढ़ोत्तरी पर 0 ग्राहक उसकी सेवा छोड़ 
देंगे। ज्ञात कीजिए किस दर से शुल्क बढ़ाया जाए जिससे आय महत्तम हो जाए और महत्तम आय क्या होगी? 


हल मान लीजिए संचालक मासिक शुल्क में रु की वृद्धि करता है। तब प्रत्येक ग्राहक की शुल्क दर 
5 ]00+> है। 


चूंकि प्रत्येक 0.50 रु की वृद्धि पर !0 ग्राहक सेवा छोड़ देते हैं। इसलिए » रु की वृद्धि पर सेवा छोड़ने वाले ग्राहकों 
की संख्या 


0 

0.50 
इसलिए, कुल ग्राहकों की संख्या + 5000 - 20५ 
- अब, संचालक की कुल आय 


- 20% होगी। 


7२७ दर )८ ग्राहक संख्या 
>(00+ 2) (5000- 200 
*500000+ 3000:- 202? | (]) 


अब कम 3000 - 40% और हि 40 
ब्ब हक ४0] क्र ३६ | 
0 के महत्तम होने के लिए, हम पाते हैं ह 


बार 
कल +0 5+ 3000-40४ल्‍5 0 हज“ ४575 


] 


ब)ए । 
और | ठ | >-40 < 0 
हि कट अन5 


वाणिज्य एवं अर्थशास्त्र में कलन के अनुप्रयोग 927 
इसलिए, ॥२ महत्तम है जब & 75 " 
(]) में «75 प्रतिस्थापित करने पर, 
महत्तम आय [500000+ 3000 ::75- 20(75))] रू 
+6]2500 रु 


उदाहरण 33 एक अधिकृत वायुयान में 200 सीटें हैं और प्रति सीट 3000 रु किराए के साथ प्रत्येक आरक्षण रद्द 
होने पर 50 रु अतिरिक्त शुल्क लेता है। वायुयान के प्रस्थान से पूर्व आरक्षण रदूद कराने वालों की संख्या के पदों 
में संपूर्ण आय फलन ज्ञात कीजिए। साथ ही रद्द आरक्षण की वह संख्या भी बताइए जिससे संपूर्ण आय महत्तम हो। 


हल मान लीजिए वायुयान के प्रस्थान से पूर्व रदूद आरक्षण की संख्या »है, तब आरक्षित सीटों की संख्या 200 -<» 
प्रत्येक सीट के लिए दी गई राशि53000+ 50५ 
इसलिए संपूर्ण आय (१) (200 ->) (3000 + 50४) 
-6,00,000+27,000:-50:%? 
2 


ह्‌ 
हज जब 


जट 


अब + 27,000 - 300 % और 


ह बारे 
२ के महत्तम होने के लिए, करत (0 या 27000-300:%0 अर्थात्‌ ४590 


5 न -300< 0 
4५ 90 


इसलिए, ४-90 के लिए ॥२ महत्तम है। 
इस प्रकार, 90 आरक्षण रदूद होने पर एजेंट की कुल आय महत्तम होगी। 


उदाहरण 34 एक वस्तु की ४ इकाइयों के उत्पादन एवं विषणन की कुल लागत ((:४) 5४- 22४ + 60 द्वारा प्रदत्त 
है। सरकार 2 रु प्रति इकाई का कर लगाती है। कर जोड्ने से पूर्व और जोड़ने के बाद न्यूनतम लागत के लिए उत्पादन 
स्तर क्‍या होगा? उत्पादक को अपनी लागत में कर को जोड़ना क्‍यों बेहतर लगता है? 
हल दिया है 0(४-४४- 22%+ 60 

40 . 4८:८2 


कर (2४-22 और कक 








अब 


ध्यान दीजिए कि 


नः्2 


हु 2 ( 
40 
के _- 22 5]] और | 739 | "2>0 
का १0 5३ 2४-2250 5२ ४₹] औ [ के रे ह 


928 गणित 


इस प्रकार कर लगाने से पूर्व न्यूनतम लागत के लिए उत्पादन स्तर ] इकाई है। 
2 रु प्रति इकाई कर लगाने के बाद कुल लागत 
(000 5७१-22%+ 60 + 2:४5#?-20:+ 60 








(! 2 (ः 
अब पक "४-20 और कुछ 22० 
० 0 या 22-2050 
हक _20-« 
22८ 
या ४ +70 और ॥ की ) बटर 


इसलिए, कर लगाने के बाद न्यूनतम लागत के लिए उत्पादन स्तर 0 इकाई है। अतः कर को कुल लागत में सम्मिलित 
करने से न्यूनतम लागत के लिए इकाइयों की महत्तम संख्या कर लगाने से पूर्व न्यूनतम लागत के लिए इकाइयों की 


वांछित संख्या से कम है। इसलिए उत्पादक कुल लागत में कर जोड़ना पसंद करेगा 


उदाहरण 35. एक फर्म 44 रु की हानि उठाती है यदि इसका एक विशेष उत्पादन नहीं बिकता है। सीमांत आय 
0४२ ०27 - 5 » तथा सीमांत लागत ](0 -4>-27 हैं तब कुल लाभ फलन एवं सम विच्छेदन बिंदु ज्ञात कीजिए! 


हल यदि ९ और ८ क्रमशः कुल आय एवं कुल लागत फलन है तो लाभ फलन 7, 
॥ ए() €१(५) - ((७) द्वारा प्रद॑त्त है। 

जहाँ » उत्पादित एवं बेची गई इकाइयाँ प्रदर्शित करता है। 

दोनों पक्षों का » के सापेक्ष अवकलित करने पर, हम प्राप्त करते हैं 





अर्थात्‌ '.. ७ नभार - ४८ 
जहाँ ]/? - सीमांत लाभ ;]भार > सीमांत आय और ](0 « सीमांत लागत। 
हमें ज्ञात है कि ः 


॥श१८27-5% 
और ४८०७4५४-27 
अत; शा? ८27-5:-(4८-27) 


बन्54 9४ 


वाणिज्य एवं अर्थशास्त्र में कलन के अनुप्रयोग 929 
अत; कुल लाभ 
+ | शी? ८४ -[(54- 2.2 
९2) (64 9208 5 54४- 2< +& () 


चूंकि 44 रु की हानि होती है जब कोई बिक्री नहीं थी, अतः हम पाते हैं 
,.. ए5-44 जब #50 
पुनः () से हम #&#-44 प्राप्त करते हैं। - 


9 
इस प्रकार कुल लाभ फलन 7(2 5 -44+354%- 7 ा 


सम विच्छेदन बिंदु के लिए ए(४)50० 

9902 
अर्थात्‌ ॥ 400 22% च्0 
या >-]2४+3250 . 
या ेल्‍ झअच्4ब या ४8 


इस प्रकार समं विच्छेदन बिंदु ४-4, 8 है। 


छाध्या : सिश्न प्रनावली 
(५8७६ ॥५॥,8 | ४॥६४/।४४ ७५.७६... .. 80 (3 (प्र ७ए7फार 8) 


4, कुल लागत॑ फलन (:>20-5#%+ 7>% है। सीमांत औसत लागत फलन (४४८) ज्ञात कीजिए। उत्पादन के बढ़ने 
के साथ ॥/५७८ बढ़तां है या घटता है, बताइए। 


2. एक माल के लिए लागत फलन 0, 0! 52+ 5:2+ 36 से प्रदत्त है जहाँ » उत्पादित इकाइयों की संख्या है। 
वह उत्पादन ज्ञात कीजिए जिस पर औसत लागत ४९८ बढ़ रही है और वह उत्पादन भी बताइए जिस पर ४९८: 
“घट रहा है। साथ ही सीमांत लागत फलन ज्ञात कीजिए। 


3, एक स्टील प्लांट £ टन प्रतिदिन निम्न स्तरीय स्टील और » टन प्रतिदिन उच्च स्तरीय स्टील उत्पादन करने की. 


-40 
-0 ! 
. एक तिहाई है, तो प्रतिदिन निम्न स्तरीय स्टील के उत्पादन का स्तर ज्ञात कीजिए, जिससे अधिकतम आय हो। 





& उड़ | 
सामर्थ्य रखता है जहाँ #+ त् यदि निम्न स्तरीय स्टील का स्थिर बाजार मूल्य उच्च स्तरीय स्टील का 


4, एक उत्पाद का कुल लागत फलन (5७+७४+ ८४ है जहाँ 4, ० >0 और ८०0, दिखाइए कि न्यूनतम 
औसत मूल्य पर औसत और सीमांत लागत बराबर है। 


930 


दो 


ज्झे 


पड 


ध्थ्ठ 


0, 


॥. 


गणित 


. एक कार सघन प्राकृतिक गैस (१५७) से चलाई जाती है। गैस की खपत » किग्रा/किमी और चाल # किमी/घं, | 


$ 
समीकरण #ह्दाय + गा से संबद्ध है। कार की वह चाल बताइए जिस पर गैस की खपत न्यूनतम हो। 


3 


. यदि एक फर्म की कुल लागत ८, ((४) 5 :- -52+30:+ 0 से प्रदत्त हो जहाँ » उत्पादित इकाइयों की 


संख्या है। यदि पूर्ण प्रतियोगिता के अंतर्गत प्रति इकाई मूल्य 6 रु है तो उत्पादित और क्रय की गई इकाइयों को 
वह संख्या बताइए जिस पर लाभ अधिकतम हो। 


, एक ट्रैबेल एजेंट देहली से शिमला और वापसी का पर्यटन आयोजित कंरता है। उसके पास एक विशेष बस में 


60 सीटें हैं। यदि सभी सीटें भर जाती हैं तो प्रत्येक सीट का आरक्षण शुल्क 450 रु है। तथापि प्रत्येक 5 रु की 
आरक्षण शुल्क में वृद्धि पर एक सीट खाली रह जाएगी। वह मिनरल वाटर और हल्का नाएता (स्नैक्स) भी 


. 60 र प्रति सीट की दर से देना प्रस्तावित करता है। लाभ एवं रिक्त रही सीटें की संख्या में संबंध स्थापित कीजिए। 


रिक्त सीटों की संख्या क्या है जिससे लाभ अधिकतम हो? 


. एक उत्पादन की + इकाइयों को प्राप्त करने हेतु लागत फलन 0(0) 5,५78 ,० और ४ धनात्मक हैं।. 


अवकलज को प्रयुक्त करते हुए दर्शाइए कि माध्य और सीमांत लागत वक्र वर्धमान उत्पादन के संगत सतत गिरती । 
जाती है। 


. एक कंपनी का |शा२०३0४+ 5# और ॥॥0-64-6%+ > है। लाभ फलन एवं उत्पादन ४>0 ज्ञात 


कीजिए जब कंपनी को कोई लाभ नहीं हो तथा दिया है कि स्थिर लागत शून्य है। 


किसी उत्पादन की सीमांत आय ॥श२ और सीमांत लागत)/९ क्रमश; 00% 64-# और ॥॥058] -20:+2% 
है। यदि स्थिर लागत शुन्य हो तो अधिकतम लाभ हेतु उत्पादन तथा इष्टतम उत्पादन पर कुल लाभ ज्ञात कीजिए 


यदि सीमांत आय और सीमांत लागत किसी उत्पादन की >+ इकाई के लिए शाश०३+०% और . 
(९55 -4:+3/ से प्रदत्त है और यदि स्थिर लागत शून्य हो तो लाभ फलन तथा #₹2 पर उत्पादन ज्ञात कीजिए। 


प्रायिकता (क्रमशः) 
000000॥॥) (0शा्फ्र)] 8४ 





9.] भूमिका (स्‍॥007९60॥) 


किसी घटना की प्रायिकता तथा प्रायिकता के कुछ मूल नियमों के बारे में हम पहले ही सीख चुके हैं। 
सांख्यिकी के अनेक अनुप्रयोगों में कई मौलिक घटनाओं के संयोग (संचय) की प्रायिकता के निर्धारण की 
आवश्यकता पड़ती है। घटनाओं & और 8 पर लगाए गए कुछ प्रतिबंधों के अंतर्गत, घटनाओं “४ ५ 8' तथा 
४ 7 8' की प्रायिकताओं के परिकलन का अध्ययन हम पहले ही कर चुके हैं। घटना '&/ 8' की 
प्रायिकता का परिकलन उस स्थिति के अंतर्गत किया गया था जबकि घटनाएँ 8 और 8 स्वतंत्र थीं। अब प्रश्नं 
यह उठता है कि क्या वही नियम उस अवस्था में भी लागू होगा जब घटनाएँ & और ४ पराश्नित हों? 


जब दो घटनाएँ & और 8 पराश्नित हों तो एक के घटित होने का प्रभाव दूसरी घटना की प्रायिकता पर 
पड़ता है और समप्रतिबंध प्रायिकता का विचार उत्पन्न होता है। इस अध्याय में हम सप्रतिबंध प्रायिकता और 
उस पर आधारित बेज़-प्रमेय (8896४' "]60७॥) का अध्ययन करेंगे। 


यादृच्छिक चर' तथा यादुच्छिक चर के प्रायिकता बंटन का अध्ययन हम पहले कर चुके हैं। इस अध्याय 
में हम यादुच्छिक चर के माध्य एवं उसके प्रसरण, दूविपद्‌ बंटन (8॥9074| 09700/0॥) एवं प्वासों बंटन 
(?0880॥ 0809900॥) तथा इनके अनुप्रयोगों का भी अध्ययन करेंगे। 


9,2 सप्रतिबंध प्रायिकता ((णाता॥।तात !॥०७४॥॥09) . 


कल्पना कीजिए कि हमारे पास ताश के 52 पत्तों की भली-भाँति फेटी हुई एक गड्‌डी है। घटना 8 की 
प्रायिकता, जहाँ घटना & 'सबसे ऊपर के पत्ते का इक्का होना' है 

] 
छठ ः 
से प्रदत्त है। अब मान लीजिए कि हमें किसी प्रकार यह ज्ञात हो जाता है कि सबस्ले नीचे का पत्ता पान का 
इक्का है। अब सबसे ऊपर के पत्ते के इक्का होने की प्रायिकता क्या होगी? हम देखते हैं कि अब कुल 
5 पत्ते बचे हैं (सबसे नीचे के पत्ते को छोड़कर) और उनमें से 3 इक्के हैं। अतः वांछित प्रायिकता कि 


(५) न 
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सबसे ऊपर का पत्ता इक्का हो, जबकि यह दिया है.कि सबसे नीचे का पत्ता पान का इक्का है, जम है। 


मूल प्रायिकता ए(७) से भिन्‍न होने के कारण इस दूसरी प्रायिकता को हम ?(५|3) से निरूपित करते 
हैं और इसे »& की सप्रतिबंध प्रायिकता कहते हैं, जबकि यह दिया हुआ है कि घटना 8 “सबसे नीचे का 


पत्ता पान का इक्का है'' घटित हो चुकी है। अत: ?(४|8) 
हमने देखा कि ९(») और 7(४ | 8) भिन्‍न हैं। अब प्रश्न उठता है कि ?(» | 8) का परिकलन कैसे 
किया जाए। इसके लिए निम्न उदाहरण पर विचार कोजिए। ' 
मान लीजिए कि हम दो सिक्‍कों को एक बार उछालते हैं। इसका प्रतिदर्श समष्टि है 
ह (म्रप्त, छा, एप्त, एप) 


मान लीजिए कि घटना & 'दो चित या दो पट्ट आना' है और घटना 8 'कम से कम एक चित आना' है। 
हम घटना की प्रायिकता जबकि घटना 8 घटित हो चुकी है अर्थात्‌ ?(५ |9) का परिकलन कहते हैं अर्थात्‌ 
'दो चित या दो पट्ट' आने की प्रायिकता जबकि दिया है कि कम से कम एकः चित आ चुका है। हमें ज्ञात 
है कि घटना 8 घटित हो चुकी है, अतः संभव परिणामों का समुच्चय निम्न है 


न [प्रप्त, सवा, पप्त) (क्यों?) हि 
क्योंकि परिणाम 77' संभव नहीं है। क्योंकि ये सभी परिणाम मूल प्रतिदर्श समष्टि 8 में सम संभाव्य है अतः 


इनको हम समान प्रायिकता प्रदान करते हैं अर्थात्‌ प्रत्येक को व , इस प्रकार मूल प्रतिदर्श समाष्टि $ घटकर 


8 हो गई। 8 को लघुकृत (घटा हुआ) प्रतिंदर्श समष्टि कहते हैं। उपर्युक्त स्थिति में. ७ के घटित होने की 
प्रायिकता क्या है? क्योंकि 8 घटित हो चुका है अत: ४ के घटित होने की संभावना तभी है जब & एवं 
8 दोनों ही घटित हों अर्थात्‌ & /0 8 घटित हो। 


अब न [प्रप्तण) ह 
8 093  [मप्तत]) 6रप्तापप्ताप्त) 5 (सतत) 


इसलिए ९(७ | 8) 5 5 


[ध्यान दीजिए कि यहाँ छ को प्रतिदर्श समष्टि लिया गया है जिसके तीन अवब्यव प्राप्त प्षा। और 'पफ्नहैं, 
जिनमें से केबल एक अर्थात्‌ प्रप्त घटना & के अनुकूल हे। ] 


आइए अब हम घटनाओं &, 58 और ४ /) छ की प्रयिकताएँ, मूल प्रतिदर्श समष्टि 8 के सापेक्ष 
रिकलित करें। 
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0 यो है 
९७) 5 ब "55 ?७9) न प्र 
9(७ 0, 8) 57?(५ और 8) - ज्र 
हम देखते हैं कि. ?(8) ९७ |9) 5] दत्य [ चूंकि ९(७ | 8) 5 + 


और... ९(५०98) न्यू 


इन दोनों की तुलना करने पर हमें निम्नलिखित संबंध प्राप्त होता है : 
ए९(७ /१ 8) 5 ९(8). ९(७ | 8) 





?९(७/१8) आओ 


या ($|8)5 “हु । । (0) 


उपर्युक्त परिणामों से इस बात का संकेत मिलता है कि (५ | 8) के परिकलन हेतु निष्कर्ष () के प्रकार 
का सूत्र होना चाहिए। वास्तव में सूत्र () व्यापक रूप से सत्य होता है। तथापि हम इस सूत्र को सिद्ध नहीं 
करेंगे। 


अतः हम देखते हैं कि 


के एक ही यादुच्छिक प्रयोग से संबंधित: दो दी हुई घटनाओं & और 8 की समप्रतिबंध प्रायिकता ?(& /8) 
अर्थात्‌ घटना & के घटित होने की सप्रतिबंध प्रायिकता, जबकि झ्ञात है कि घटना 8 घटित हो चुकी हे, 
निम्नलिखित सूत्र से प्राप्त होती है। 








_. 2(0/08) .. ; ु 
79(४ | 8) 2 
(“* | 8) पक ' की 5 ह (2) 
इसी प्रकार * ए(७9 | ७) श्र ए(५) #0 ु रा > ... (3) । 


डिप्पणी 


8. जब कभी हम ?(५ | 8) परिकलित करते हैं, हम आवश्यक रूप से,?(४) का परिकलन, मूल प्रतिदर्श 
सर्मष्टि 5 के स्थान पर, घटे हुए प्रतिदर्श सर्मष्टि 3 के सापेक्ष करते हैं। , 


2. सूत्र (2) में हम यह मानते हैं कि ?(3) #0] क्योंकि यदि ९(8)50 हो, तो दाएँ पक्ष के व्यंजक का 
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श्ठा 


कोई अर्थ नहीं रह जाता है। इसके अतिरिक्त यदि .7(8) - 0, तो 8 एक असंभव घटना होगी और यह 
मानना कि घटना 8 घटित हो चुकी है, अर्थहीन हो जाता. है। ॥ 


इसी प्रकार सूत्र (3) में (५) शून्य नहीं हो सकता है। - 
यदि सूत्र (2) में 858 हो, तब 


ए(७&/58) 
९(8) 





?(७ | 8) 5 ९(& | 8) < + (४), क्योंकि. ?(5) 5 


, यदि सूत्र (2) में » 8 हो, तब 


ए(8 | 8) पा - , क्योंकि 80889 : ह 


इसी प्रकार सूत्र (3) से. 


250) _ 
ए९(४ | ) ज , क्योंकि & /0 ७ 5 & द 
सूत्र (2) तथा (3) को निम्न प्रकार भी लिख सकते हैं ह 
ए(४ /१ 8) 5 ?(8) ए(४ | 8) ह - (4) 
९९७ 70 8) 5 ९(५) ?(8 | 5) * हु | (5) 


सूत्र (4) तथा (5) को, किसी ग्रतिदर्श समष्टि की दो घटनाओं »& और 8 की ग्रायिकताओं का गुणन 
नियम कहते हैं। 


.. याद कीजिए कि दो घटनाएँ ७ और 8 स्वतंत्र कहलाती हैं, यदि एक के घटित होने का प्रभाव दूसरी 


घटना की प्रायिकता पर नहीं पड़ता है। अतः यदि घटनाएँ » और ४ स्वतंत्र हों, तो ॥ 
९(५ | 8) 570), ४(8 | 2) ?(&) . (6) 

अतः; इस दशा में उपर्युक्त सूत्र (4) और (5) निम्न रूप ले लेते हैं : | 
ए(७ 7, 8) 5 ४(५): 7(8) . 


जिसे स्वतंत्र घटनाओं के लिए प्रायिकता का. गुणन नियम. कहते हैं। 


प्रायिकता 935 

१. पूर्व चर्चित सप्रतिबंध प्रायिकता में हमने मान लिया है कि प्रयोग की मौलिक घटनाएँ सम संभाव्य हैं 
और तदनुसार प्रायिकता की परिभाषा का प्रयोग किया गया है। तथापि, सप्रतिबंध प्रायिकता की यही 
परिभाषा, व्यापक रूप से, उस स्थिति में भी प्रयोग की जा सकती है, जब मौलिक घटनाएँ सम संभाव्य 

न हों और प्रायिकताओं ९(५ / 8)-और ?(8) या ?(४) का परिकलन तदनुसार किया जा सकता है। 


| 9 
उदाहरण 4 यदि ९(७) 5 पृदु ' ?(8) 5 5 और (७ / 8) [ठ* गे ?(४ | 8) का मान निकालिए। 
और 8) [5 
ए(& और 8) _ ॥3 4 
लल. ५७ |७)- “कुक “5 5 $9 
| [3 


“्श्ष 3 पासों का एक जोड़ा फेंका गया है। ९(» | 8) ज्ञात कीजिए यदि 
& : “कम से कम एक पासे पर संख्या 2 प्राप्त है 
8 : 'दोनों पासों पर प्राप्त संख्याओं का योग 6 है! 
- + हमें प्राप्त होता है कि ह 
((2,), (2, 2), (2, 3), (2, 4), (2, 5), (2, 6), (, 2), (3, 2), (4, 2), (5, 2), (6, 2)) . 


85 ((, 5), (2, 4), (3, 3), (4, 2), (5, ॥)) 
8& /0 8 5 ((2, 4), (4, 2)), ह 


| 2 
२(४ 00 8) 5 तह 


९(8) + ऋह 


?(/ /0 8) 
| श्र) 7 


(| ७ 


अतः. 7९(४ | 8) ८ 


8॥ ०७| ० 


एक बक्से में से, जिसमें संगमरमर के 3 काले और 4 सफेद टुकड़े हैं, दो टुकड़े, एक के बाद 


एक निकाले जाते हैं। यदि पहला टुकड़ा दूसरे टुकड़े के निकालने से पहले वापस नहीं रखा जाता है तो दोनों 
ट्कडों के काले होने की प्रायिकंता ज्ञात कीजिए। 
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हल माना कि 8, पहले काले टुकड़े के निकालने की घटना है। 
तब ... ए?(8 5 3 [क्योंकि टुकड़ों की कुल संख्या - 3+4< 7] 
हे की 


माना कि 8,, दूसरे टुकड़े के काले होने की घटना है। 


तब ? (8, | 8,) 5 घटना 8, की सप्रतिबंध प्रायिकता जब कि ज्ञात हो कि घटना 8, घटित हो । 
ह चुकी है 


2 क्यों 
० क्गी।] 


अतः, प्रायिकता के गुणन नियम द्वारा, 


९8, और 8.) 5 ९(8,08,) 5 ९(8)) ९(४; | 8.) 5 न न के न्‍ 
: «५४५० ताश के 52 पत्तों की भली-भाँति फेंटी हुई एक गड्डी से एक पत्ता निकालने के बाद एक 
दूसरा पत्ता निकाला जाता है। यदि दूसरे पत्ते के निकालने से पहले पहला पत्ता वापस नहीं रखा जाता हो 
तो प्रायिकता ज्ञात कीजिए कि. पहला पत्ता हुकुम का और दूसरा पत्ता चिड़ी का हो। 


“ये स्पष्ट है कि 


ए(पहला पत्ता हुकुम (30809) का हो) + 7(8) « जल पर ह 
पहले पत्ते के हुकुम होने की घटना के घटित होने के बाद गडडी में 5 पत्ते रह जाएँगे, जिनमें से 3 पत्त्ते 


चिड़ी (0) के होंगे। 


ए(2|8) 5 
। 5 


० ह  ]3 3 

अतः ए($ एवं 0) 5 ९($). ए(2 | $) 5५ -.-- < , 
(5 एवं () 5 ९(8). ९(८ | $) 0 किक " 

उदाहरण 8 यह ज्ञात है कि दो पासों को फेंकने से उन- पर प्राप्त संख्याएँ भिन्न-भिन्न हैं। दोनों संख्याओं के 


योग 4 होने की घटना की प्रायिकता ज्ञात कीजिंए। 


हल माना कि & दोनों पासों पर भिन्‍न-भिन्‍न संख्याएँ प्राप्त होने की घटना है तथा 8 दोनों संख्याओं के योग 
+ होने की घटना है। ह 


प्रायिकता 937 


अतः 7(७) < जे (क्यों?) 


ए(8/ 40) हा [क्योंकि (3,,) और (3) ही ऐसे दो परिणाम हैं जिनमें संख्याएँ 
भिन्न-भिन्न हैं और उनका योग 4 है] 





ह 5) 
?(8/5 6) वह - ।! 
इसलिए (| ही) सन >न्‍क आज आया 5 
6 
प्रज्नावली 89.] 


॥। यदि 9(8)50.5 और 7(७ / 8) 50.32 हो, तो ९(५ | 8) का परिकलन कीजिए। 
2. यदि ९(»)-०0.8, (8) 0.5 और 7(8 | ४) ०0.4 हो, तो ज्ञात कीजिए : 
6)7(७ 078) (07७ | 83) (४)7९(& ०४8) 


3, ?(»|8) का मान निकालिए जबकि ?(४)- -> , (8) 2 और ९(४ ० 8) हे 


4, यदि 2 7(५) + ?(8) « पठ तथा ९(५ | 8) 5 हो, तो ए(७ ५» 8) का मान निकालिए। 


8, यदि ७(५७)5--, ?९(8)5-- और ?(७ ०8)5 -- हो, तो 


(0) 7(७ /१ 8), ()7(५|8),. (7)7(8|6) 
का मान ज्ञात कीजिए। 


6. दिया है कि ९(७)- --, (8) 5 -- और 7(७ (0 8) 5 --, तो 7(५' | 8) का मान ज्ञात कीजिए। 
. 7.” पास्रों का एक जोड़ा एक बार फेंका जाता है। यदि 'दोनों पासों पर प्राप्त संख्याओं का योग >0' घटना ए हो 
और घटना 9 “प्रथम पासे पर प्राप्त संख्या 5 हो', तो ए(8 | 9) का मान ज्ञात कीजिए। 
8, यदि प्रश्न 7 में 'कम से कम एक पासे पर प्राप्त संख्या 5 होना' घटना 7 हो, तो 7(8 |7) का मान ज्ञात कीजिए। 
५, पासों का एक जोड़ा एक बार फेंका जाता है। यदि पासों पर प्राप्त संख्याएँ असमान हों, तो प्रायिकता ज्ञात कीजिए जबकि 
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0) प्राप्त संख्याओं का योग « 
(0) प्राप्त संख्याओं का योग < 4 


एक सिक्‍के को उछाला जाता है और फिर एक पासे को फेंका जाता है। प्रायिकता ज्ञात कीजिए कि पासे पर 
प्राप्त होने वाली संख्या 6 हो जबकि दिया है कि सिक्के पर चित आता है। 


« दो पासे फेंके जाते हैं और यह ज्ञात है कि पहले पासे पर प्राप्त संख्या 6 है। दोनों पासों पर प्राप्त संख्याओं के 


योग 7 होने की घटना की प्रायिकता ज्ञात कीजिए। 


ताश के 52 पत्तों की भली-भाँति फेंटी गड्डी से एक पत्ता निकालने के बाद एक दूसरा पत्ता निकाला जाता 
है। यदि दूसरे पत्ते को निकालने से पूर्व पहले पत्ते को वापस नहीं रखा जाता है, तो इसकी प्रायिकता ज्ञात कीजिए 
कि पहला पत्ता पान का और दूसरा पत्ता ईंट का हो। 


दो सिक्‍के उछाले जाते हैं। यदि यह ज्ञात हो, कि कम से कम एक सिक्के पर चित आता है, तो दोनों सिक्कों 
पर चित आने की प्रायिकता ज्ञात कीजिए। ु 


, एक थेले में 3 ही और 7 सफेद गेंदे हैं। दो गेंदे, यादुच्छया बिना प्रतिस्थापना के, चुनी (निकाली) जाती हैं। 


यदि यह ज्ञात हो कि बाद में निकाली गई गेंद हरे रंग की है, तो पहले निकाली गई गेंद के भी हरे रंग की होने 
की क्या प्रायिकता है? 


एक दंपत्ति के दो बच्चे हैं। यदि यह ज्ञात हो कि बच्चों में से कम से कम एक बच्चा लड़का है, तो दोनों बच्चों 
के लड़का होने की प्रायिकता ज्ञात कीजिए। 


प्रश्न 5 में यदि यह ज्ञात हो कि बड़ा बच्चा लड़का है, तो दोनों बच्चों के लड़का होने की प्रायिकता ज्ञात 
कीजिए। 


मान लीजिए कि हमारे पास 20 फ्यूज तारों वाला एक फ्यूज बाक्स है, जिनमें से 5 फ्यूज तार खराब है। बाक्स 
में से 2 फ्यूज तारें क्रमशः एक के बाद दूसरी यादुच्छया बिना पहली तार को वापस रखे निकाली जाती है, तो 
दोनों तारों के खराब होने की प्रायिकता ज्ञात कीजिए। 


एक विद्यार्थी, जिसे एक कक्षा से यादृच्छया चुना गया है, गणित में उत्तीर्ण होगा इसकी प्रायिकर्तां <.. है और 


इस विद्यार्थी के गणित और कंप्यूटर विज्ञान दोनों में उत्तीर्ण होने की प्रायिकता रा है। यदि यह ज्ञात हो कि 
बह गणित में उत्तीर्ण है, तो उसके कंप्यूटर विज्ञान में भी उत्तीर्ण होने की प्रायिकता क्या होगी? 


किसी मनुष्य द्वारा एक कमीज खरीदने की प्रायिकता 0.2 है, उसके द्वारा एक पतलून खरीदने की ग्रायिकता 
0.3 है और उसके द्वारा एक कमीज खरीदने की प्रायिकता, जबकि यह ज्ञात हो कि उसने एक पतलून खरीद 
ली है, 0.4 है। उसके द्वारा एक कमीज और एक पतलून दोनों को खरीदने की प्रायिकता भी ज्ञात कीजिए। 


उसके द्वारा एक पतलून खरीदने की प्रायिकता भी ज्ञात कीजिए जबकि यह ज्ञात है कि उसने एक कमीज खरीद 
रखी है। 
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20, एक थैले में 4 लाल गेंदे और 3 नीली गेंदे हैं और एक दूसरे थैले में 3 लाल और 5 नीली गेंदे हैं। पहले थैले 
में से एक गेंद यादूच्छया निकाली जाती है और उसे बिना देखे हुए दुसरे थैले में रख दिया जाता है। अब दूसरे 
थैले से निकाली गई कोई गेंद नीले रंग की हो इसकी प्रायिकता क्या है? 


१9,3 जेज्ध-प्रमेणे (छ४08? ॥फए0७०छएत) 
पिछले अनुच्छेद में, हम नीचे दिए दो महत्त्वपूर्ण परिणामों का अध्ययन कर चुके हैं ; 
ए(७ और 8) + ?(७ ० 8) 5 ?९(५) . ?(8 | ७), ९(४) # 0 () 
न (8) - ९(५ | 8), ९(8) # 0, . (2) 
जहाँ » और 8 किसी एक प्रतिदर्श सर्मष्टि की कोई दो घटनाएँ हैं। ऐसी अनेक 'स्थितियाँ आती है जहाँ किसी ु 


परीक्षण का परिणाम इस बात पर निर्भर करता है कि अनेक मध्यवर्ती चरणों में क्या घटित हुआ। निम्न उदाहरण 
ऐसा है जिसके अंतर्गत एक मध्यवर्ती चरण के दो विकल्प हैं। 


उदाहरण 6 किसी मनुष्य ने एक निर्माण कार्य का ठेका लिया है। हड़ताल होने- की प्रायिकता 0.65 है। 
हड़ताल न होने की तथा हड़ताल होने की स्थितियों में निर्माण कार्य के समयानुसार पूर्ण होने की प्रायिकताएँ 
क्रमशः 0.80 तथा 0.32 हैं। निर्माण कार्य के समयानुसार पूर्ण होने की प्रायिकता ज्ञात कीजिए 


हल मान लीजिए कि “निर्माण कार्य के समयानुसार पूर्ण होने! की घटना को & और “हडताल होने' की घटना 
को छ द्वारा निरूपित किया जाता है। हमें (५७) ज्ञात करना है। 
' हमें ज्ञात है कि 
ए९(8) 5 0.65, ?(हड़ताल नहीं) < ९(8”) 5  - ९? (8) 5  - 0.65 5 0.35 
ए(& | 8) 5 0.32, ९(७ | 8”) 5 0.80 
चूंकि &८(७/०१8) ०(&/03) 
इसलिए ९(५) 5 ए[(& ०9 8) ५० (७ 0१8)]57(७ ७ 8 या ७ 0. 8) 
न (3 00 8) + ?९(७ 0५ 8 ) 5 
[क्योंकि (७ ५ 8) और (& / 3”) परस्पर अपवर्जी घटनाएँ हैं ] का 
-7(9). ९(५ | 8) +ए(8) १(७ | 8) [ उपर्युक्त (2) से] 
>+ 0.65 < 0.32+ 0.35 » 0.8 
> 0.208 + 0.28 + 0.49 (लगभग) 
. अतः निर्माण कार्य समयानुसार पूर्ण होने की प्रायिकता 0.49 है। 
उपर्युक्त उदाहरण से हमें ज्ञात होता है कि यदि घटनाएँ 9 और 3* अपवर्जी घटनाएँ हैं तथा 


940. गणित 


8 .०४8“- $ (आकृति 9.) ह | 5 
(8) # 0, 2(870) # 0 


तब $ में किसी घटना & के लिए जो छ या 9' के साथ घटित पल 
होती है, ह 


ए(७) - 7(8) 7७ | 9) + 787) 7९८७ | 8?) . आकृति १9. 


यह संपूर्ण प्रायिकता के नियम की एक विशेष स्थिति है। इसको और अधिक विस्तरित किया जा सकता 


है और इस प्रकार हमें नीचे दिया हुआ संपूर्ण प्रायिकता का नियम प्राप्त ह कं 
होता है 


8, न) 
यदि 8,, 8,, ..., 8, किसी ग्रतिदर्श समष्टि & की परस्पर अपवर्जी । 
और निःशेष (परिपूर्ण) घटनाएँ हों और 4 समष्टि 3 की एक ऐसी घटना 

हो जो घटनाओं 8, या 8,, ..., या 8,, के साथ घटित होती है (आकृति | हे -|। 

9,2 देखिए) , तब ; आकृति 49.2 


९(५७) > ९8) (७ | 8.) + 9(8,) ए(५ | 8,) + . . . +7(8.) 7? (७५॥8) 


८ ७ ४(3,)ए(&।8 (3) 
सच ह 
प्रायिकत्ता के प्रश्नों को हल करने में यहं नियम अपने आप में उपयोगी हैं तथापि हम इस नियम का 
प्रयोग अंग्रेज गणितज्ञ थॉमस बेज़ (॥ 0788 389०४) (7702 - 76) के नाम पर विख्यात बेज़-प्रमेय 
(#व)टड४ 7#९८/कका) या. बेज-सूत्र (4४८४ 77०) के निकालने में करेंगे। 
बेज़ का प्रमेथ यदि 8,, 8, ,... , 8, परस्पर अपवर्जी और निःशेष (परिपूर्ण) घटनाएँ हैं और #& कोई 
ऐसी घटना है, जो 8, या 8,, ... या 8, ,के साथ घटित होती है, तो 


3,.)/7030॥ 8.) 
#(8,५) 553 2 2 सिशकन 


27(83,)7(७ | 8,) 


मसल 
उपपत्ति हमें ज्ञात है'कि ९(॥ ०0 8) 5 7(५). ए(8, 0), 75], 2, . . 
इससे प्राप्त होता है कि 


. (4) 


?९(8 /0 8, ) 


ए(8, | ५) .« चर 
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_ 9(8)) ९(७|8,) 


हर [(2) द्वारा ] 
5 कक [(3) दूवारा ] 
257(8,)7(५|8 


' ग्रायिकताएँ 7(8),75, 2, . .. , ४, जिनका ज्ञान परीक्षण संपन्न होने के पहले से ही था, पूर्ब॑वर्ती 
(पूर्वकालीन) प्रायिकताएँ कहलाती हैं और सप्रतिबंध प्रायिकताएँ ए(8, | »), जिनका परिकलन 
परीक्षण संपन्न होने के बाद. किया जाता है, परवर्ती (उत्तरकालीन) प्रायिकताएँ कहलाती हैं। कुछ 
लोगं इनको केवल पूर्व प्रायिकताएँ और उत्तर प्रायिकताएँ भी कहते हैं। घटनाएँ 8,, 8,, . . ., 8, 
प्रायः परिकल्पनाएँ कहलाती हैं। 


. बेज्ञ-प्रमेय में, ?(8.), घटनाओं 8,,75 , 2, . .. ,# के घटित होने की प्रायिकताएँ हैं। परीक्षण 
किया जाता है और यह ज्ञात होता है कि घटना & घटित हो चुकी है। इस अतिरिक्त सूचना के 
आधार पर प्रायिकताओं ?(8) को प्रायिकताओं ?९(8, | 2) में परिचर्तित किया जाता है। हम (३, | 
5) का परिकलन बेज़-प्रमेय की सहायता से कर सकते हैं यदि प्रायिकताएँ (3,) और (४ | 
8) सभी ज्ञात हों। यह बेज्ञ-प्रमेय के महत्त्व की विशिष्टता को उजागर करता है। 


उदाहरण 7 दो थैले । और वा दिए हैं। थैले ॥ में 2 सफेद और 3 लाल गेंदे हैं और थेले गर॒ में 4 सफेद 
और 5 लाल रंग की गेंदे हैं। किसी एक थैले में एक गेंद यादूच्छया निकाली गई है जो कि लाल रंग की 
है। इस बात की प्रायिकता ज्ञात कौजिए कि यह गेंद थैले पर से निकाली गई है। 


"निकाली गई गेंद लाल रंग की .है' को घटना ४ मान लीजिए। मान लीजिए कि 8, और 8. क्रमशः 
घटनाओं 'गेंद थैले । से निकाली गई है और “गेंद थैले तर से निकाली गई है! को व्यक्त करते हैं। 


?(8,) 5 > और 7(8,) | 
ए(४ | 8,) - थैले। से निकाली गई गेंद के लाल रंग की होने की प्रायिकता 


| ७3 


९(४ | 8,) - थैले प्र से निकाली गई गेंद के लाल रंग की होने की प्रायिकता 


०] ४ 


प्य्स्र 
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इसलिए, बेज्ञ-प्रमेय दूवारा 
ह ९(8, | ४) >निकाली गई लाल रंग की गेंद के थैलेग से होने की प्रायिकता 


हि ९(8,) ?(७|8,) 
+ कक ह#छ8) + 76,) एछ8,) 


रे _5 90] 
जु् ऊछ 


प्र | 
। 8 2] 


चक्र 


५ 
(५७ ००७७ ++ 
3] +-+ ४] (७ 
५9५० 


अतः थैली से लाल रंग की गेंद के निकाले जाने की प्रायिकता हे है। 


उदाहरण 8 एक बोल्ट बनाने के कारखाने में मशीनें (यंत्र) ७, 8 और (: कुल उत्पादन का क्रमशः 25%, 
35% और 40% बोल्ट बनाती हैं। इन मशीनों के उत्पादन का क्रमश: 5, 4 और 2 प्रतिशत भाग खराब 
(त्रुटिपूर्ण) है। बोल्टों के कुल उत्पादन में से एक बोल्ट यदूच्छया निकाला जाता है और वह खराब पाया जाता 
है। इसकी कया प्रायिकता है कि यह बोल्ट मशीन 8 दूवारा बनाया गया हो? . 


हल मान लिया कि घटनाएँ 8,, 8, और 8, निम्न प्रकार हैं : 
8, : बोल्ट मशीन 4 द्वारा बनाया गया है 
8, : बोल्ट मशीन 8 दूवारा बनाया गया है 
8, : बोल्ट मशीन 0 द्वारा बनाया गया है 


स्पष्ट है कि घटनाएँ 8,, 3, और 8, परस्पर अपवर्जी और परिपूर्ण हैं। मान लिया कि घटंना निम्न 
प्रकार है; .. ह 


8 : बोल्ट खराब है 
घटना छ, घटनाओं 8, या 8, या 8, के साथ-घटित होती है। दिया है : 
ए(8,) 5 25 % 5 0.25, ए(8,) 5 0.35 और ए(8,) 5 0.40 
पुन: (४ | 8,) * बोल्ट के ख़राब होने की प्रायकता जबकि दिया हो कि वह मशीन 8 दूवारा निर्मित है 
। ₹5% + 0.05 ह ह 
इसी प्रकार ९(४ | 8,) 50.04 और 7(8 | 8.) 5 0.02 
बेज़-प्रमेय दूवारा हमें ज्ञात है कि 


प्रायिकता 943 
?(8., ) ?(5|8. ) 
?९(8|)7?(8|७, ) +२९ (82)? (8|8. )+?९ (83) 9(8|७३ ) 


हा 0.35ल्‍0,04 
0.25) 0.05 + 0.35)< 0.04 + 0.40» 0.02 


९(8, | 8) 5 


0.040.. 28 
0.0345 69 
उदाहरण 9 तीन पात्रों में रखी वस्तुएँ निम्न प्रकार हें 


पात्र : ] सफेद, 2 काली और 3. लाल गेंदे 
पात्रता : 2 सफेद, । काली और लाल गेंदे 
पात्रता ; 4 सफेद, 5 काली और 3 लाल गेंदे 


एक पान्न यादृच्छया चुना जाता है और उसमें से दो गेंदे निकाली जाती है। ये गेंदे सफेद और लाल हैं। इसकी 
क्या प्रायिकता होगी कि ये गेंदे पान्र से निकाली गई हैं? 


इल मान लीजिए कि घटना ४ निम्न प्रकार है, 
8: निकाली गई दो गेंदे सफेद और लाल हैं 


मान लीजिए कि ए,, 0, और ए, क्रमशः घटनाओं गेंद “पात्र! से निकाली गई है', “पात्र ए से निकाली गई 
है', “पात्र गा से निकाली गई है” को व्यक्त करते हैं। ह 


(0,) 5 ८, 7 (0,) 55, और ९ (0, 
इसके अतिरिक्त, ? (8 | ए.) > एक सफेद और एक लाल गेंद की पात्र [ से निकाले जाने की प्रायिकता 


एजेंट, ॥&3 | - 


62 45 “ 5 





? (8 | 0.) 5 एक सफेद और एक लाल गेंद की पात्र ग से निकाले जाने की प्रायिकता 


ह 0.]< ० 29»] १4 


60 ८ ०० 65 


? (8 | ए.) 5 एक सफेद और एक लाल गेदों की पात्र गा से निकाले जाने की प्रायिकता 


944 गणित 


40 ५८९) 
262 
_ 423 2 
. 66... 4] 
अतः: बेज़-प्रमेय द्वारा 


? (0, | 8) 5 ?(0॥) ? (४|ए0॥) 
(0, |8) > >ताएछाण+ः7 0.7? छए,)+४ छ;7 का 77 


49 33 


] 
3 ढु >__ 495 _ 23 

आल का दक आ। दर 

0 6: 0 का का । 


अत; अभीष्ट प्रायिकता गाए है। 


. उदाहरण 0 एक कार बनाने के कारखाने (फैक्ट्री) में दो संयंत्र हु तथा २५ हैं। संयंत्र हे, 70% और 
संयंत्र ५, 30 % कारों का निर्माण करते हैं। संयंत्र £ के 80 % कारों को मानक गुणता (गुणवत्ता) वाला 
माना गया है और संयंत्र ४ के 90 % कारों को मानक गुणता वाला माना गया है। एक कार को यादृच्छया चुना 
जाता हे और ये पाया जाता है कि वह मानक गुणता वाली है। इस कार के संयंत्र 5 से लिए जाने की प्रायिकता 
क्या है? 


हल “कार मानक गुणता वाली है' को घटना 8 मान लीजिए! मान लीजिए कि 8, और 8, क्रमशः घटनाएँ 
“कार संयंत्र में निर्मित हुई! और “कार संयंत्र ४ में निर्मित हुई! को व्यक्त करते हैं। तब 
ए(8,) 5 'कार संयंत्र 5 में निर्मित हुई' की प्रायिकता गा न्‍न्0.7 


?(8,) 5 'कार संयंत्र ए में निर्मित हुई! की प्रायिकता « गत ः 0.3 
: ए(& | 8,) > मानक गुणता बाली कार के संयंत्र 5 में निर्मित होने की प्रायिकता 


ए( | 8,) 5 मानक गुणता वाली कार के संयंत्र & में निर्मित होने की प्रायिकता 


प्रायिकता 945 


अतः 7(8, | ४8) 5 मानक गुणता वाली कार के संयंत्र & से लिए जाने की प्रायिकता 


2?(8)27(£|8। ) 
९(8)»7 (8|8,)+7 (8,) 27 (8|8.) 


0,72८ 0.8 056 56 


कद ननि--नलत+ननकनीण-ीश जल ननककमललमबा»न»न--न»+ 5 अनन>»ग2>अगपररणनक >न+ 


0.7%0.8+0.35:0.9 . 0.33 . 83 
अत; अभीष्ट प्रायिकता >> है। 


एक डॉक्टर को एक रोगी को देखने आना है। पहले के अनुभवों से यह ज्ञात है कि उसके 
कप तु 


ट्रेन, बस, स्कूटर या किसी अन्य वाहन से आने की प्रायिकताएँ क्रमशः दल हु हैं। यदि वह 


कतन. 


ट्रेन, बस या स्कूटर से आता है तो उसके देर से आने की प्रायिकताएँ क्रमश: पर हैं परंतु 


किसी अन्य वाहन से आने पर उसे देर नहीं होती है। यदि वह देर से आया, तो उसके ट्रेन से आने की 
प्रायिकता ज्ञात -कीजिए। 

मान लीजिए कि 'डॉक्टर के रोगी के यहाँ देर से आने' की घटना & है। यदि डॉक्टर के ट्रेन, बस 
स्कूटर या किसी अन्य वाहन द्वारा आने की घटनाएँ क्रमशः १',,,7', और ', हों, तब 


९() 5 कह 2(9) 5 55 703) 5 5 और 7(0,) 5 5 .. (दिया-है) 


| 7(8|7,) 5 डॉक्टर के ट्रेन द्वारा आने पर देर से पहुँचने की प्रायिकता 5 त् 


इसी प्रकार, 


. 7(8|५)«7, ?(8॥9)5-7,?(8॥)) 50, (चूंकि अन्य वाहन द्वारा आने पर उसे देर नहीं होती) 


अतः बेज्ञ-प्रमेय द्वारा 
?(॥|8) > डॉक्टर द्वारा देर से आने पर ट्रेन इवारा आने की प्रायिकता 
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?() ९(8|7,) 
एत)एत्ग+ठ)) एव) +०१5 7) +एत, छत) 


हर मा रे हम > 0 
3स्‍0 4 5 3 40 ॥2 5 


5 
0 


अतः: अभीष्ट प्रायिकता > है। 

«ते उक्त: १2 एक व्यवित के बारे में ज्ञात है कि वह 4 में से 3 बार सत्य बोलता है। वह एक पासे को फेंकता 
है और बतलाता है कि उस पर आने वाली संख्या 6 है। इस की ग्रायिकता ज्ञात कीजिए कि पासे पर आने 
वाली संख्या वास्तव में 6 है। 


न्‍े॑ मान लीजिए कि ४, “व्यक्ति द्वारा पासे को फेंक कर यह बताने की कि उस पर आने वाली संख्या 
6 है' की घटना है। मान लीजिए कि 8, , पासे पर संख्या 6 आने की घटना और 8, , पासे पर संख्या 6 


के नहीं आने की घटना हैं। 


ए(४,) संख्या 6 आने की घटना की प्रायिकता+-- द 


| ५ 


९(5,) 5 संख्या 6 नहीं आने की घटना की प्रायिकता 


?(& | $,) > व्यक्ति द्वारा यह बताने की कि पासे पर संख्या 6 आई है जबकि पासे पर आने वाली 
संख्या वास्तव में 6 है,-की प्रायिकता 


> व्यक्ति दूबवारा सत्य बोलने की पग्राग्मिकता प्र 


: (8 | 5,) 5 व्यक्ति द्वारा यह बताने की कि पासे पर संख्या 6 आई है जबकि. पासे पर आने. 
वाली संख्या वास्तव में 6 नहीं है, की प्रायिकता 


+ ०५ 


> व्यक्ति द्वारा सत्य नहीं बोलने की प्रायिकता 5 | - 


3 बे] (५२ 


प्रायिकता 947 


अतः बेज़्-प्रमेय द्वारा 


- _ 2? (5।)?(४8|8, ) 
2(3 | 8) 5 जल; ए(४8|8,) +?(5,)7(8|8. ) 
].3 
कप रह 2, 
हब हा व 


3 
अत: अभीष्ट प्रायिकता द है। 


विलालरनी (५, 2 
तीन पात्रों में काले और सफेद गेंदों का संग्रह निम्न प्रकार है। 
पात्र]: 7 सफेद और 3 काली गेंदे .. 

पात्र : 4 सफेद और 6 काली गेंदे 

पात्रता : 2 सफेद और 8 काली गेंदे 


इन पात्रों में से एक पात्र को यादूच्छया चुना जाता है, जिसकी प्रायिकताएँ क्रमशः 0.2, 0.6 और 0.2 हैं। चुने 
गए पात्र में से बिना वापस रखे दो गेंदों को यादृच्छया निकाला जाता है। निकाले गए दोनों गेंद सफेद पाए जाते 
हैं। इसकी प्रायिकता ज्ञात कीजिए कि गेंदो को पात्र प्रा से निकाला गया था। 


... तीन पात्रों में क्रमशः 2 सफेद और 3 काले गेंद; 3 सफेद और 2 काले गेंद और 4 सफेद और काली गेंद 
. हैं। पात्रों के चयन की प्रायिकता समान है। चुने गए पात्र में से एक गेंद यादृच्छया निकाली गई और वह गेंद 
सफेद पाई जाती है। इसकी प्रायिकता ज्ञात कीजिए कि गेंद द्वितीय पात्र से निकाली गई थी। 


तीन पात्रों में क्रमश: 6 लाल, 4 काली; 4 लाल, 6 काली और 5 लाल, 5 काली गेंदे हैं। एक पात्र यादृच्छया 
चुना जाता है और उससे एक गेंद निकाली जाती है। यदि निकाली गई गेंद लाल रंग की है, तो इसकी प्रायिकता 
ज्ञात कौजिए कि गेंद पहले पात्र से निकाली गई है।. 


एक बीमा कंपनी 2000 स्कूटर चालकों का, 4000 कार चालकों का और 6000 ट्रक चालकों का बीमा करती 
है। दुर्घटनाओं की प्रायिकताएँ क्रमश: 0.0, 0.03 और 0.5 है। बीमाकृत व्यक्तियों (चालकों) में से एक 
दुर्घटनाग्रस्त हो जाता है। उस व्यक्ति के स्कूटर चालक होने की प्रायिकता क्‍या है? 


: छाती के एक्स-रे कौ जाँच दूवारा, एक व्यक्ति में क्षय सेग के पाए जाने की प्रायिकत्ता, जबकि -वह :व्यव्ति 
वास्तव में इस रोग से ग्रसित है, 0.99 है। त्रुटिपूर्ण रोग निदान की प्रायिकता 0.00 है। किसी, नगर में 000 
: व्यक्तियों में ] व्यक्ति क्षय रोग से ग्रसित है। एक व्यक्ति यादृच्छया चुना जाता है और निदान से पता-लगता 


948 


गणित 


है कि उसे क्षय गेग है। इस बात की क्या प्रायिकता है कि वह व्यक्ति वास्तव में क्षय रोग से ग्रसित है? 


[ संकेस 'डॉक्टर का अनुमान सही है' को घटना 8, “चुना गया व्यक्ति क्षय रोग से ग्रसित है' को घटना '' 
और 'चुना गया- व्यक्ति क्षय रोग से ग्रसित नहीं है! को घटना ', मान लीजिए। तब ?()0.00], ए(.) 


5 *0.999, ए(४ | 7)%0.99, ए(४ | 7,)50.00. 7८, | 8) ज्ञात कीजिए। ] 


9७ 


एक कारखाने में & और 8 दो मशीनें लगी हैं। पूर्व विवरण से पता चलता है कि कुल उत्पादन का 60% 
मशीन ४ और 40 % मशीन 8 द्वारा किया जाता है। इसके अतिरिक्त मशीन & का 2% और मशीन 8.का., 
। % उत्पादन खराब है। यदि कुल उत्पादन का एक ढेर बना लिया जाता है और उस ढेर से यादुच्छया निकाली 
गई एक वस्तु खराब हो, तो इस वस्तु के “मशीन & से बने होने की प्रायिकता क्‍या होगी? 


?., किसी परीक्षा में एक परीक्षार्थी एक चार विकल्प वाले बहु-विकल्पीय (४णा४7०।०-०४०४०७) प्रश्न का उत्तर या 


तो अनुमान से होता है या वह उत्तर नकल कर के देता है या उसे सही उत्तर ज्ञात है। अनुमान लगाने की 


प्रायिकता है और नकल करने की प्रायिकता 2 है। उसके उत्तर के सही होने की प्रायिकता जबकि दिया. 


हो कि उसने नकल किया है < है। इसकी प्रायिकता ज्ञात कीजिए कि उसे प्रश्न का उत्तर ज्ञात था जबकि 
यह दिया है कि उसका उत्तर सही है। 


४. दो दल एक निगत के निदेशक मंडल में स्थान पाने की प्रतिस्पर्धा में हैं। पहले तथा दूसरे दल के जीतने की 


॥, 


82, 
निम्न प्रकार है 


प्रायिकताएँ क्रमशः 0.6 तथा 0.4 हैं। इसके अतिरिक्त यदि,पहला दल जीतता है तो एक नए उत्पादन के आरंभ 
होने की प्रायिकता 0.7 है और यदि दूसरा दल जीतता है तो इस बात की संगत प्रायिकता 0.3 है। इसकी प्रायिकता 
ज्ञात कीजिए कि नया उत्पादन दूसरे दल दूवारा प्रारंभ किया गया था। 


. एक बोल्ट बनाने वाले कारखाने में मशीनें ७, 8 और 0 कुल बोल्ट्स का क्रमशः 25 %, 35 % और 40 %, 


उत्पादन करते हैं। मशीनों के उत्पादन के क्रमश; 5%, 4% और 2 % बोल्ट्स त्रुटिपूर्ण (खराब) हैं। कुल 
उत्पादन में से एक बोल्ट यादूच्छया निकाला जाता है। यदि निकाला गया बोल्ट त्रुटिपूर्ण हो, तो इसकी प्रायिकता 


. क्‍या है कि उस बोल्ट का उत्पादन मशीन - & द्वारा हुआ हो? इसकी क्या प्रायिकता है कि बोल्ट का उत्पादन 
मशीन 0: दवारा हुआ हो? 


।. उदाहरण 9 में यदि सब दी हुई घटनाएँ यथावत रहें तो इसकी प्रायिकता क्‍या है कि गेंदे पात्र 7 से निकाली गई 


"हैं? इंसकी प्रायिकता क्या होगी कि गेंदे पात्र] से निकाली गई हैं? 


मान लीजिए कि कोई लड़की एक पासा फेंकती है। यदि उसे 5 या 6 की संख्या प्राप्त होती है तो वह एक 
सिक्के को तीन बार उछालती है और 'चितों' की संख्या नोट करती है। यदि उसे , 2, 3 या 4 की संख्या प्राप्त 
होती है, तो वह एक सिक्‍के को एक बार उछालती है और यह नोट करती है कि उस पर 'चित' था “पट!' प्राप्त 


. हुआ। यदि उसे ठीक एक 'चित' प्राप्त होंता है, तो उसके दुबारा फेंके गए. पासे पर , 2, 3 या 4 प्राप्त होने 
की प्रायिकता क्‍या है? 


मान लींजए कि हमारे पास चार बक्से &, 8, (! और 7 हैं जिनमें. रंगीन संगमरमर के रखे टुकड़ों का विवरण 


प्रायिकता 949 


संगमरमर का रंग 





एक बॉक्स यादूच्छया चुना जाता 'है और उसमें से एक संगमरमर का टुकड़ा यादृच्छया निकाला जाता है। यदि 
निकाला गया डुकड़ा लाल है तो इसकी क्या प्रायिकता है कि उसे बॉक्स # से (निकाला गया है? टुकड़े के बॉक्स 
8 से निकाले जाने की प्रायिकता कया है? टुकड़े के बॉक्स 0: से निकाले जाने की प्रायिकता क्‍या है? 


83, किसी निर्माता के कारखाने में ७, छ और. ८ तीन यंत्र चालक हैं। पहला चालक & , !% वस्तुएँ खराब बनाता 
' है, जबकि अन्य दो चालक 8 और (८: क्रमश: 5% और 7% वस्तुएँ खराब बनाते हैं। ७,8७8 और (: कुल 
निर्माण काल का क्रमशः 50%, 30 %, और 20 % समयावधि तक कार्य कंरते हैं। एक खराब वस्तु का उत्पादन 

होता है इसकी क्या प्रायिकता है.कि यह वस्तु # द्वारा बनाई. गई है? 


84. किसी वस्तु का निर्माण &, 8 और (तीन मशीनों द्वारा होता है। किसी निश्चित समयावधि में कुल निर्मित 
वस्तुओं का 50% ४ द्वारा, 30 % 8 द्वारा और 20% ८ दबारा होता है। मशीन # दूबारा निर्मित 2 %, 
मशीन 8 द्वारा निर्मित 2% और मशीन ( दूबाश निर्मित 3% वस्तुएँ खराब हैं। कुल निर्मित वस्तुओं का एक 
ढेर बना लिया जाता है। इस ढेर से एक वस्तु यादृच्छया निकाली जाती है, जो कि खराब पाई जाती है। इस. वस्तु 
के मशीन & द्वारा निर्मित होने की प्रायिकता क्‍या है? .. ह 

॥5. प्रश्न संख्या 4 देखें। खराब वस्तु के मशीन 8 द्वारा निर्मित होने.की प्रायिकता क्या है? . 

89,4 सानच्छिक चर और प्रायिकता बंटन (हिक्लाजवता शवीएड बाते शक्ति व)50400075) े 

हम अध्याय 3, में असंतत यादुृच्छिक चर (तांडटा४० 007 एथा४0००) और उनके प्रायिकता बंटन के 
विषय में परिचर्चा कर चुके हैं। स्मरण कीजिए कि एक यादृच्छिक चर मात्र ऐसा चर है जिसका मान एक 
यादृच्छिक परीक्षण के परिणामों दूवारा निर्धारित होता है। ह 

माना कि एक सिक्‍के को दो बार उछाला जाता है। तब प्रतिदर्श समष्टि $ निम्न होगी 

. _. $& ८ [मस्त पा, पप्त, एप३ 

जहाँ 'प्र! चित और “7” घट को व्यक्त करते हैं। 

मान लीजिए कि चित की संख्या को >[ से दर्शोया जाता है। यदि- हमें ज्ञात हो कि परीक्षण का परिणाम 
प्ताप्त है तो हू का मान 2 होगा। यदि हमें ज्ञात हो कि परीक्षण का परिणाम छा या प्त है तो # <] और 
परिणाम पप्' के लिए ऊ<0 है। अतः हू एक यादुच्छिक चर है जिसके मानों का .निर्धारण एक यादृच्छिक 
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परीक्षण के परिणामों द्वारा होता है। एक यादृच्छिक चर को सामान्यतं: अंग्रेजी वर्णमाला के बड़े अक्षरों से 
व्यक्त करते हैं; जैसे- ;, ५, 2 आदि और इन यादूच्छिक चरों के मानों को संगत छोटे अक्षरों से व्यक्त करते 
हैं; जैसे -६ », £ आदि। 


यादुच्छिक > तथा 7(5) से बनने वाले निकाय को प्रायिकता- बंटन कहते हैं। 
आइए, हम एक सिक्‍के को दो बार उछालने वाले परीक्षण में चित की संख्या व्यक्त करने वाले यादुच्छिक 
“चर % का प्रायिकता बंटन ज्ञात करें। हमें ज्ञात है कि 5 मानों 0, । या 2 को धारण कर सकता है। 
ए(€< 0) 57(एक भी चित नहीं) > जू* ९४८ ) 5 7(एक चित) > 5 


5 ५ १2 | 
ए(5४<2)-7?(दो चित) > प्र 
अतः 5८ का प्रायिकता बंटन है : 





ध्यान दीजिए कि 5 ७७४) -। 


9.4.] यादृच्छिक चरों के माध्य और प्रसरण (॥4648 द्वार्ब एक्वरंदावट९ त॒ 7द्कर्व॑शार एवं १2४) 
प्रायिकता बंटन और बारंबारता बंटन के बीच बहुत अधिक समानता पाई जाती है। किसी यादृच्छिक चर का 
प्रायिकता बंटन यह बताता है कि कुल प्रायिकता- यादुच्छिक चर के विभिन्‍न मानों पर किस प्रकार बंटित 
है जबकि बारंबारता बंटन यह बतलाता है कि कुल बारंबारता # विभिन्‍न वर्गों अर्थात्‌ वर्गों के क्रमश: वर्ग 
चिहनों पर किस प्रकार बंटित है। हम पहले माध्य की केंद्रीय प्रवृत्ति के माप के रूप में और प्रसरण की 
परिक्षेपण (विसर्जन) के माप के रूप में संकल्पना की परिचर्चा कर चुके हैं। इन संकल्पनाओं को प्रायिकता 
बंटन के लिए भी इसी प्रकार पारिभाषित किया गया है। 


यदि कोई यादृच्छिक चर 5, »,, »,, - - -» », मानों को अपनाता है जिनकी प्रायिकताएँ क्रमश 


2037 -->729 है; तो इसके माध्य, |, दबारा प्रदर्शित [या प्रत्याशित मान 5(57) दवारा प्रदर्शित] की परिभाषा 
इस प्रकार है ) 


| 


0 > (५) « है 2288) रा. () 
मं $ & 


और प्रसरण, ८? द्वार प्रदर्शित, की परिभाषा इस प्रकार है :. 


प्रायिकता 95] 
र्ठः 2, (ज; -) 7 ु न द (2) 


- 2, सीशर॥/ ह (3) 
मानक विचलन 6, निम्न कर प्राप्त होता है ; द 

<४प्रसरण 
आइए कुछ उदाहरणों पर विचार करें। 
बाहर 3 एक सिक्‍के को दो बार उछालने पर चितों की संख्या का माध्य ज्ञात कीजिए। 
हल हम देख चुके हैं कि दिए गए परीक्षण में चित की संख्या व्यक्त करने वाले यादृच्छिक चर 5 का 
प्रायिकता बंटन निम्न है 
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2 ह [2 


अत: चितों की संख्या का माध्य | है। 


टिप्पणी उपर्युक्त उदाहरण में माध्य  है। इसका अर्थ है कि यदि हम सिक्‍के को दो बार उछालने के परीक्षण 
को बहुत बार (व्यापक रूप से) दोहराएँ तो प्रत्येक बार हमें औसतन चित आने की प्रत्याशिता (संभावना) 
को ॥ मानना चाहिए। 


उदाहरण 44 यदि एक सिक्‍के को तीन बार उछालने पर पट आने की संख्या ए हो, तो ( का माध्य ज्ञात कीजिए। 
हल' एक सिक्‍के को तीन बार उछालने पर पट. आने 'की संख्या का प्रायिकता बंटन नीचे दिया है : 





प्रायिकता 953 


प्राप्त होती है। अब हम माध्य का परिकलन निम्न प्रकार करते हैं : 
2 


(2 3 
न्च्न्ञ 


माध्य ॥८ 2,00८ पं 


॥॒ 3 
अत: पट की संख्या का माध्य> है। 


उदाहरण 5 निम्नलिखित प्रायिकंता बंटन का माध्य ज्ञात कीजिए। 





| नूर 2» 2 - 0.6 


अतः; दिए गए बंटन का माध्य - 0.8 है। 


. उदाहरण 46 एक बक्से में किसी वस्तु की |2 इकाइयाँ रखी हैं जिनमें से 3 इकाइयाँ खराब हैं। बाक्स में से 3 
इकाइयों का एक नमूना चुना जाता है। मान लिया कि नमूने में खराब इकाइयों की संख्या 5 द्वारा व्यकत की जाती 
है, तो > का माध्य ज्ञात कीजिए। 


हल अध्याय 3 (भाग ) के उदाहरण 35 को देखने से ज्ञात होता है कि > का प्रायिंकता बंटन निम्न है 





हम माध्य का परिकलन अग्नलिखित प्रकार से करते हैं : 
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अत 3 65 3 
; माध्य-॥ 5 उठ * 550" 550 5 50 ॒ जब 


उदाहरण 47 एक सिक्‍के को दो बार उछालने पर चित आने की संख्या का प्रसरण ज्ञात कीजिए। 


हल ध्यान दीजिए कि माध्य> |, माध्य के इस मान का परिकलन हम उदाहरण 3 में पहले ही कर 
चुके हैं। अब हम सूत्र (2) का प्रयोग करके प्रसरण का मान ज्ञात करेंगे ; 





अतः प्रसरण- 6 ७. (4 -॥.) #| 3 


उदाहरण 88 एक सिक्‍के को तीन बार उछालने पर पट आने की संख्या का मानक विचलन और प्रसरण ज्ञात 
कीजिए (उदाहरण 4 को भी देखिए)। 


प्रायिकता 955 


ह् | 3 ७ करेंगे 
हल हमें ज्ञात है कि [६८ >* अतः यहाँ हम ०“ ज्ञात करने के लिए सूत्र (3) का प्रयोग करेंगे, 





हम देखते हैं कि >,» ४ ८ रू डा 


ह ८ कम! 
हा गौ 5 20 9-0० 53- (8) के 


ह र्िं पर ४3 
इस प्रकार मानक विचलन - ४6“ - पल 


उद्वाहश्ण 9 निम्नलिखित प्रायिकता बंटन के लिए 52 और 6 का परिकलन कीजिए ; 


ज्र ॥ 003 | कि 2।+6 3 
84 |408 | 2 | ' 
रह) क वित वी अमन हक व 
220 | 220 | 220 | 220 
गा हैं 3 : 
हल उदाहरण 6 में हम परिकलन कर चुके हैं कि | पर" अतः सूत्र (3) के प्रयोग दुबारा हम 652 को 
ज्ञात करेंगे, " | 
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हम देखते हैं कि 


5 9 
इसलिए... 5 सू-->----- 0.46 (लगभग) 
ु 2.9 44. 6 


ठ- ४0? - २6वें - 0.678 (लगभग) 
४ प्रश्नावली 9.3 


नीचे दिए प्रायिकता 'बंटनों में से प्रत्येक का माध्य- (|), प्रसरण (6) तथा मानक विचलन (5) ज्ञात कीजिए : 
















2. 
3 | शा] 


(9, 


40, 


॥8. 


[&, 


[3, 


प्राथिकता 957 





हा 
हि 


मान लीजिए कि यादृच्छिक चर 5 और संगत प्रायिकता बंटन निम्न प्रकार है : 





» का माध्य ज्ञात कीजिए। 


एक .पासा दो बार फेंका जाता है। यासे पर ग्राप्त होने वाली संख्या विषम हो तो उसे एक 'सफलता' कहेंगे। 
'सफलताओं' की संख्या का प्रसरण ज्ञात कीजिए। 


यदि सिक्‍के को तीन बार उछालने पर चितों की संख्या 75९ हो, तो 5 का माध्य, प्रसरण और मानक विचलन 
क्या होगा? 

पाँच पत्तों पर | से 5 तक के अंक इस प्रकार लिखे हैं कि प्रत्येक पत्ते पर केवल एक अंक लिखा है। इनमें 
से दो पत्तों को यादूच्छया निकाला जाता है। मान लीजिए कि दोनों पत्तों पर प्राप्त अंकों का योग 5 दूबारा 
प्रगट हो, तो & का माध्य और प्रसरण ज्ञात कीजिए। 

ताश के पत्तों की एक भली-भाँति फेंटी हुई (सुमिश्नित) गडडी में से दो पत्ते उत्तरोत्तर प्रतिस्थापन के साथ 
निकाले जाते हैं। यदि 5 इक्कों के निकलने की संख्या हो, तो यादृच्छिक चर >( का माध्य और मानक विचलन 
ज्ञात कीजिए। 


ऐसे यादृच्छिक चर 5 का माध्य ज्ञात कौजिए जो दो पासों को चार बार फेंकने पर प्राप्त होने वाले अंक दिकों 
की संख्याओं को दर्शाता हो। 


ताश के 52 पत्तों की एक भली-भाँति फेंटी हुई गड्डी में से दो पत्ते उत्तरोत्तर बिना प्रतिस्थापन के निकाले 
जाते हैं। इक्कों के निकलने की संख्या के लिए प्रसरण का परिकलन कीजिए। 


एक पासे को दो बार फेंका जाता है। पासे पर प्राप्त होने वाली 'संख्या का 4 से अधिक' होना एक 'सफलता' 
मानी जाती है। 'सफलताओं' की संख्या के प्रायिकता बंटन का प्रसरण ज्ञात कीजिए। 


एक गाँव में परिवारों पर बच्चों की संख्या दो तक सीमित रखने का प्रतिबंध है। किसी दिए हुए.व्यक्ति के बच्चों 
की संख्या का प्रायिकता बंटन नीचे दिया गया है 


प्रायिकता 





बच्चों की संख्या का माध्य और प्रसरण ज्ञात कीजिए। 
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4. दस अच्छे अंडों के साथ दो खराब अंडे अचानक मिल जाते हैं। अब इनमें से तीन अंडे यादूच्छया प्रतिस्थापना 
के साथ निकाले जाते हैं। निकाले गए खराब अंडों के लिए | का परिकलन कीजिए। 


]5, किसी खेल में, त्तीन सिक्कों को उछालने पर यदि सभी पर चित या सभी पर पट आत्ता है, तो एक व्यक्ति को 
5 रुपए प्राप्त होते हैं और यदि केवल एक या दो चित आते हैं तो उसे 3 रुपए देने पड़ते हैं। प्रति बार खेल 
में उसे कितने रुपए जीतने की संभावना करनी चाहिए? 


संवेक 3 ऐ 
[ : ८5, ? (५) य्राः ह८-3, ९५) ८ पूः ! ज्ञात कीजिए। ] 
9.5 बूविपद्‌ बंदन (छात्राणांग एड पाणा) 


अनेक प्रयोगों की प्रकृति द्विपरिणामी होती है। उदाहरणार्थ उछाला गया सिक्का एक 'चित' या एक 'पट' 
दर्शाता है, किसी प्रश्न का उत्तर 'हाँ' या 'नहीं' हो सकता है, एक अंडे से बच्चा “निकल चुका है' या “नहीं' 
निकल चुका है, एक- निर्णय “हाँ' या 'नहीं' है आदि। इस प्रकार की स्थितियों में ऐसा प्रचलन है कि प्राप्त 
परिणामों में से एक को 'सफलता' और दूसरे को 'असफलता' कहा जाता है। उदाहरण के लिए, एक सिक्‍के 
को उछालने पर “चित' आने को सफलता माना जाए तो 'पट' आने को असफलता कहते हैं। ह 


प्रत्येक बार, जब हम एक सिक्का उछालते हैं या एक पासा फेंकते हैं या कोई अन्य प्रयोग करते हैं, तब 
हम इसे एक परीक्षण कहते हैं। यदि एक सिक्‍का मान लीजिए, चार बार उछाला जाए तो परीक्षण की संख्या 
4 होगी और इनमें से प्रत्येक के परिणाम तथ्यत: दो होंगे अर्थात्‌ सफलता या असफलता | किसी एक परीक्षण 
का परिणाम किसी दूसरे परीक्षण के परिणाम से स्वतंत्र होता है। इस प्रकार के प्रत्येक परीक्षण में सफलता 
(असफलता) की प्रायिकताएँ अचर होती हैं। इस प्रकार के स्वतंत्र परीक्षण, जिनके केवल दो परिणाम होते 
हैं जो प्रायः 'सफलता' या 'असफलता' कहलाते हैं, बरनौली (बर्नूली) परीक्षण कहलाते हैं। 


अनेक महत्त्वपूर्ण प्रायिकता बंटनों को उन प्रयोगों से प्राप्त किया गया है, जिनके परीक्षण दूविपरिणामी होते 
हैं। इनमें से सबसे महत्त्वपूर्ण दूविपद्‌ बंटन है, जिस पर हम नीचे विचार करेंगे। 


मान लीजिए कि एक दूविपरिणामी प्रयोग के # परीक्षण किए गए हों और एक यादुच्छिक चर 5 इन # 
परीक्षणों से प्राप्त होने वाली सफलताओं की संख्या निरूपित करता हो। मान लीजिए कि प्रत्येक परीक्षण में 
एक सफलता की प्रायिकता 9 है (अतः प्रत्येक परीक्षण में एक असफलता की प्रायिकता 65 -/)। हम 
परीक्षणों के स्वतंत्र मान लेते हैं। ह 


अब हम एक दूविपरिणामी प्रयोग के # परीक्षणों में से तथ्यत: #सफलताओं कौ प्रायिकता ज्ञात करने 


के लिए एक सूत्र का निगमन (की व्युत्पत्ति) .करेंगे। # लगातार सफलताओं के बाद आने वाले (#-+) 
असफलताओं कां एक विशेष अनुक्रम आगे दिया है। 


प्रायिकता 959 


9958... 5 फ्फ,..ए 
आस 4 आनकर, अरषकाओ ऊँ 
“सफलताएं. ७-7) असफलता () 


अतः 


ए|288...8 हाफ. 
» बार (४-)) बोर 


_ 7(8)९७8) ...?(७) ५ ९0076... ९(०) 
...._ »गुणनखंड (४-+) गुणनखंड 


2:2--2 4.4..-4 ्। 


00... ५ 4802 


7 ,गुणनखंड .(४-») गुणनखंड 


ह2/4 4038 (५ जे ]-2») 


क्योंकि सभी # परीक्षण स्वतंत्र हैं और सफलता (असफलता) की प्रायिकता परीक्षणों के साथ परिवर्तित नहीं 
होती हैं। »सफलताओं और (#-#») असफलताओं को प्राप्त करने की प्रायिकता किसी भी #सफलताओं वाले 
अनुक्रम में ४' 4” ” ही होगी, क्योंकि सभी गुणनखंड समान रूप से व्यंजक () से ही प्राप्त होते हैं, केबल _ 
उनका क्रम अलग होता है। किंतु हमारी रुचि उस प्रायिकता विशेष को ज्ञात करने की है जिसमें सभी 
# परीक्षणों में सफलताएँ ही मिलती हों और क्योंकि # परीक्षणों से » सफलताएँ पाने की संख्या (संचय) 
"0, है, अतः अभीष्ट प्रायिकता निम्नलिखित सूत्र से ज्ञात होती है : 


ए(ऋ८+)>"८ ४ 4"7*, ॥ (2) 
जहाँ ५ क-9, और #क- 0, ], 2, ... , २ 
हम, सामान्यतः ?( ह - /) को ९( ») से प्रदर्शित करते है। 


यहाँ ध्यान दीजिए कि सूत्र (2) में »को क्रमशः 0, , 2, ... ,# मान देने से प्राप्त क्रमिक प्रायिकताएँ 
९() क्रमशः (4+ 2)" के द्विपद प्रसार में आने वाले संगत पदों के तुल्य होती हैं और इसी कारण इस बंटन 
को “द्विपद बंटन' कहते हैं। » के मान और संगत प्रायिकताओं ?(/) के मान आगे सारणी में दिए हैं 
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यादृच्छिक चर ४ का द्विपद बंटन 


ट, 2 ध्‌' न्कः (्‌ 5 77 





ध्यान दीजिए कि उपर्युक्त सभी प्रायिकताएँ एक अऋणात्मक भिन्नें हैं और सभी प्रायिकताओं का योग 
। है, क्योंकि 2.70) (ध+ 9) ८ | | 
नल 


मानों 0, , 2, ....#, को लेने वाला एक यादुच्छिक चर > में प्राचल # ओर # का दूविपद बटन सन्निहित 
है, यदि इसका प्रायिकता बंटन उपर्युक्त (2) ववार प्रदत्त है। 


किसी प्रश्न को द्विपद्‌ बंटन के सूत्र (2) द्वारा हल करते समय हमें सबसे पहले यह सुनिश्चित कर 
लेना चाहिए कि कया बरनौली परीक्षण के सभी प्रतिबंध संतुष्ट होते हैं या नहीं। थे प्रतिबंध नीचे दिए गए हैं : 


() परीक्षणों की संख्या निश्चित होनी चाहिए। है 
(0) परीक्षण स्वतंत्र होने चाहिए। 
(80 प्रत्येक परीक्षण का तथ्यतः एक ही परिणाम होना चाहिए; सफलता या असफलता। 
0५) किसी परिणाम की प्रायिकता प्रत्येक परीक्षण में एक ही (समान) रहनी चाहिए। 


9,5.] दूविपद बंदन के लिए आवर्तन सूत्र #782८६7शा26 9# #€टादा४ंगः #शफाहंद [छ- ॥/९ 
#क्रगापंवां बं5079७6०४) हमें ज्ञात है कि 


है । न फॉधाए 
और णए(्‌ 7 +) द्र्द (. 7८00 [ का 


ए(/+ १) _ 2  ीस वीणा ह 


इसलिए न । 
9५) 4 ९, ं क्र 





प्रायिकता 96. 

हा हत हुहाएए! ४] (४-7)! 
सन जधजभजहजिभज--जयमय+ ज+-+++++ 
(#+)(#-#-]) #!#/# द” 


॥757 





#क 


भ्ध्ड 


अतः... ९७+])  पय हा ५» (0) 


यह अभीष्ट आवर्तन सूत्र (पुनरावृत्ति सूत्र) हैं। यदि 7(0) ज्ञात हो, तो हम इस सूत्र का उत्तरोत्तर 
प्रयोग करके प्रायिकताएँ 7(), ९(2), ९(3) आादि ज्ञात कर सकते हैं। 


अतः, जब#5 0, तो () दवारा ज्ञात होता है कि 


ए(]) रू 2 ०9(0 

(१) | न्‍ (0) 

परंतु ९(0) 5 फषब" + थ! 
इसलिए ए() 5 म्फब! 


पुनः () में #<] रखने पर हमें प्राप्त होता है कि 


९०)5 “४-२ 8 ४0) 


भ्५ [ए5 


755 


_न _ 7772 - ]) 2 ॥-2 
फव संग ८ 


दि । 


आदि। 


9.5,2 दृविपद बंटन का माध्य और प्रसरण (॥/६क (०# छफ्ुण्टांबरीगा) बा एद्वापंदिशर8 0 ॥० 
शंागायंबां द5779%7708) 


हमें ज्ञात है कि यदि एक यादृच्छिक चर 5 के मान», »»,....४, हों और उनकी संगत प्रायिकताएँ क्रमशः 
2, /% --- 970, हों, तो यादृच्छिक चर 5१ का माध्य |, निम्नलिखित सूत्र दूवारा परिभाषित है 


४85) 5 3 २72 2, थ 55०) ह द () 


तट 
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इसे- > के प्रायिकता बंटन का औसत, प्रत्याशित मान, या प्रत्याशा भी कहते हैं। 
द्विपद्‌ बंटन के लिए, 


शक जलन का दूात। # हू 0, 29:45 8: 5 (2) 
अतः... | कै 800 5 3,००७) (3) 
#च0 ओर 


राज 37 ण््र फँ मल 
्द 0 न *( ख्प्‌"ा +2 4 02) #/ 4 ध्शः +,.., + | शट प्रा कल 


॥(#-- |) 
हा ७ ध्ृश४ +...+ # 777 





त्कफ ६४ + 2. 


7 [बा + (त न ॥) है| कण ++ (7 हक स्म्ट्््ट 5 2) 0! 4०३ +.. 977] 


॥ 


क्र (व्‌+/)"' ु 
नन्क्छ् (क्योंकि ६ + 9 5 ) । (4) 
अतः दूविषद बटन का माध्य # होता है। | 
प्रसरण 65% हमें ज्ञात है कि प्रसरण 5? निम्न सूत्र द्वार प्राप्त होता है, 
है ठ > 3. ए(७)- पि ेु (5) ह 


#न0 


अतः द्विपद बंटन के लिए, 


4 
ध््ड 3 ढ | ण्क्ॉा हल फ 
7मन्0 


चल 3 (७+/७ 0) टए व? - |: 


#च0 


प् ञ' 70% 47 + 3 #(#४-]) “0, ४ के - [४5 (6) 
न्स्नी 


अब 


प्रायिकता 963 


[८4 
क्र 2 
न्‍न [7 + ग्र # (#-१) 70, /# 477 - [ (7) 
 भ्ज् 


। 
क्योंकि $'#”2,9' 4"? <४-+क , और (6) में दूसरे पद का मान# 0 तथा 
#>50 


#*] के लिए 0 होगा।] 


3 +०-) "०, # 477 


#ाच्ट 


न्2-7(, कं धर +३ - 270, एव" 7२+...+ह (7-) "८, 7" 4९” 


००2: 
नये (हा) की 4०० [+ (४-2) [2] +...- (ट] ] 
प्‌ ५ 


#-2 
सन ॥(ह- 0४ + न १ 
ध्‌ 


॥ 


#7-2 
हआऊ- 0४] [ क्योंकि 4+/# 5 ] 


ह (४-0) /* 


अत; (7) से, हमें प्राप्त होता है कि 


0 का यफू + हक )ए!- हि 
च्क््त्छो.... 
नत्क्फ्व (8). 


अतः द्विपद बंटन का प्रसरण 7ए4 होता है। 


अग्रतः, मानक बविचलन ++ बत बट बीफव 774 


उदाहरण 20 एक पासे को 6 बार फेंका जाता है, यदि 'पासे पर सम संख्या प्राप्त करना" एक 
'सफलता' हो, तो निंम्न की प्रायिकताएँ क्या होंगी? 


(0) तथ्यत: 5 सफलताएँ। 
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(४) कम से कम 5 सफलताएँ। 
(7) अधिक से अधिक 5 सफलताएँ। 


हल एक अकेले परीक्षण में सफलता की प्रायिकता / निम्न प्रकार होगी 
7 ₹?(पासे पर सम संख्या 2, 4 या 6 प्राप्त करना) 


और ह 4 - ४ * १ 
जहाँ 4 असफलता की प्रायिकता है। 
यह बात सत्यापित की जा सकती है कि बरनौली परीक्षण के सभी प्रतिबंध संतुष्ट होते हैं। 


५ ] ] 
यहाँ 86, 9 ्ठ , 4 ठ +/5 । 
४५ / 6-+* 
7९७१) 5 ९? ४] (2) #* 0,,2, ...,6 
+ा 9 2 क्र ६ पा 4 है 
6). #(तथ्यतः 5 'सफलताएँ) ल्‍ (5) > “2 2] 8 
हु ' 50220 / ६0 08 दि? 
(४)... ४(कम से कम 5 सफलताएँ)-79(5)+76) 
है] | ]) 
ह॥ 
का, व्य 
5.2 को 
32 64 64 
0॥) ए(अधिक से अधिक 5: सफलताएँ) '+ 7(0) + ९() + ९(2) + ४(3) + 7(4) +९65) 
 ] - (6) 


>]_[ _ 6 
 -(2/ . 64 | 
उर्वाहिरणा 2। अनुच्छेद 9.5. में दूविपद बंटन क़े लिए प्राप्त आवर्तन सूत्र के प्रयोग द्वारा न], 2, 3, 4. 


और 5 के लिए 70) का मान # और, # 5 लेकर परिकलन कीजिए। 


प्रायिकता 965 








हल हमें ज्ञात है कि. 
ए(७७+)) 5---- £ 9(०) (आवर्तन सूत्र) 
#+] ध[ 
उपर्युक्त में . ०? , 4 5 - दि के 2 और # 5, रखने पर हम पाते हैं 
ए७+]) 5 77 । ७) (]) 
#+व] 2 | 
| 
अब ९(0) 5५" < | 50.377 (लगभग) 


(]) में »का मान क्रमशः 0, , 2, 3 और 4 रखने पर हमें निम्न परिणाम प्राप्त होते हैं, 


5 59८0.37 
९(१) 5 धर ?(0)- न मन < 0.3292 (लगभग) 


ए(2) 5 ९() 5 0.3292 


; ह 
०(७3)5- ९०) 05292 ._0.646 (लगभग) 
अं 


2(4) ८ रू ९(३) 5 04646 .. 0.042 (लगभग) 
4 


९(5) < ह् ए(4) 5 .004] (लगभग) 


उदाहरण 22 एक सिक्‍के को 5 बार उछाला जाता है। यदि 'एक चित आना' एक सफलता मानी जाती है, 
तो कम से कम 3 सफलताओं की प्रायिकता ज्ञात कीजिए। 


हल . एक अकेले परीक्षण में सफलता की प्रायिकता # निम्न समीकरण से प्राप्त होती है : 


] 


77?(एक चित आना) "5 


अत; ध-१-४ 


४७ + 
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७४७७ 
3] «5 


अब | ज+ 5 $ 72 3 दर ५ डक 


इसलिए ९(४) 5 २5 [३] [4]  ,#50,!,2,3,4,5. 


9-2 


तथा ?(कम से कम 3 सफलताएँ) 5 (3) + ९(4) + ९(5) 
द 3/407 ॥0 
५ लि) [४] 32 
] 4 
00: 
2/ (2/ 32 


व 7 
(5) तल हि | जज 32 


4 |7] 


अतः 7(कम से कम 3 सफलताएँ) - व मम की [(0) और (2) द्वारा ] 


32 32 32 2 


() 


(2) 


टिप्वर्ती श्रायिकताएँ 7(]),...,0(5) का परिकलन अनुच्छेद 9.5.] के आवर्तन सूत्र () दूबारा भी किया जा 


सकता है। 
अबाहएत) 23 
हल इस प्रश्न में 
] 5 
+]80, 957 और 4]->च> 
गज ््िः " क 
हैं। 


अत; प्रत्याशा संख्या 5 | %४ 5 80. न 30 


: प्रसरण 5 62 « #74 5 80 


05 । क+ 


तथा मानक विचलन रू 6.25 5 


एक पासे को 80 बार फेंका जाता है। पासे पर 3 के अंक प्राप्त होने की संख्या की प्रत्याशा 
संख्या (|) ज्ञात कीजिए। मानक विचलन (6) और प्रसरण (6०) भी ज्ञात कीजिए। 


प्रायिकता 967 


उदाहरण 2.। किसी द्विपद बंटन के माध्य और प्रसरण क्रमश: 4 और दर हैं। (5 > !) ज्ञात कीजिए। 
हृत्य हमें दिया है कि 


माध्य ८ [॥ ८ ॥77 ७ 4 


() 
और प्रसरण - 6? + 2०५ + हि (2) 
(2) को (।) से विभाजित करने पर 
ु 8 4_7 
4 ता 3 
" ] 2 
इसलिए हि पल . [25 - 4] 
अब सा आल 2० पल [() द्वारा ] 
। 22 ५, 
अत 


? (5 > )5- 7८ < 0) 


] 6 
नम [-+ ध्‌ सन [- |] न्‍- [- .00]4 
3 


- 0.,9986 (लगभग) 


४९0९७) ४१% बलल्‍बों के एक बड़े ढेर में 5% बल्ब खराब हैं। इसकी क्या प्रायिकता है कि 0 बलबों के 
एक नमूने में खराब बलबों की संख्या । से अधिक नहीं हो? 


और . ऐप ] 49 
ए(खराब बल्बों की संख्या । से अधिक नहीं) 


-- ?(कोई बल्ब खराब नहीं) +7(एक बल्ब खराब) 


968 “गणित 
_. (9 १९ । ॥9 
(ऋ) 2 ०(ऋ")|%] 
- 9 (७ ,!) _ (972 
20।| (20 2 20 


किसी दिए गए दूविपद्‌ बंटन से संबंधित प्रायिकताओं का परिकलन, सूत्र ए(७+-+#) "( # 4” के 
प्रयोग द्वारा, संपन्न किया जा सकता है। कभी-कभी जब # और / के मान इस प्रकार होते हैं कि परिकलन 
करना कठिन और अधिक समय लेने वाला होता है, जैसा कि उपर्युक्त उदाहरण में है। इस समस्या को दूर 
करने के लिए, दूविपद्‌ प्रायिकताओं का परिकलन पहले ही व्यापक रूप से किया जा चुका हे। 
४5 2,3,...,5, और / के 0.] से 0.9 तक के कुछ चुने हुए मानों के लिए. पुस्तक के अंत में संलग्न सारणी 
में दुविपद प्रायिकताएँ दी गई है। इस सारणी के प्रयोग को निम्नलिखित उदाहरण में स्पष्ट किया गया है। चूंकि 
सारणी में दिए गए मान सन्निकट हैं अतः.सारणी के प्रयोग द्वारा प्राप्त प्रश्नों के हल भी सन्निकट हैं। 


उदाहरण 26 एक असाधारण रक्त विकार से एक रोगी के अच्छे होने की प्रायिकता 0.4 है। 0 व्यक्ति 
इस रक्त विकार के शिकार हो जाते हैं। इसकी क्‍या प्रायिकता है कि रोगियों में से 


() तथ्यत; 3 अच्छे हो जाएँगे? 
(४) कम से कम 7 अच्छे हो जाएँगे? 
(४) 3 से 5 रोगी अच्छे हो जाएँगे? 
हल मान लीजिए कि अच्छे हो जाने वाले रोगियों की संख्या 5 है। द 
यहाँ : 95 अच्छे होने की प्रायिकता 
न्‍ 45 -0.450.6 और #50 
() ?(तथ्यत: 3 रोगी अच्छे होते हैं) 5 ?(5६ 5-3) - 0.250 [सारणी में # 0, 5-३3 और »- 0.40 
वाली प्रविष्टि देखिए ] 
(४) ?(कम से कम 7 रोगी अच्छे होते हैं) 5 (5 >2 7) ८ ?(७ ८ 7) + एज 8) + ए(४ 5 9) + 
ह ए(5% < 0) 
* 0.0425 + 0.006+ 0.006+ 0.000] 
5 0.0548 


सारणी से ९ ऋ>7),7( ह> 8),..., (४ 5 0) के मानों को लिखिए। # >0 के नीचे क्रमशः 5% +7 
8, 9, 70. और ४5 0.40 के संगत मानों की प्रविष्टियाँ देखिए ] 


प्रायिकता 969 
(४) ?(3 से 5 तक रोगी अच्छे होते हैं) ९? ७ <जह<5) 
+ए(५-०3)+7 (4)+? (5) 
-0.250+0.2508 + 0.2007 
++ 0,6665 (लगभग) 


प्रझ्नावली 49.4 
4. एक पासे को 5 बार फेंका जाता है। तथ्यतः तीन “2' प्राप्त होने की प्रायिकता ज्ञात कीजिए। 


2, एक पासे को 4 बार फेंका जाता है। 'पासे पर अंक | या 6 का प्राप्त होना' एक सफलता मानी जाती है। 
निम्नलिखित प्रायिकताएँ क्या होंगी? 


0) तथ्यत; 3 सफलताएँ (॥) तथ्यत; 4 सफलताएँ 
(0॥) अधिकतम- 2 सफलताएँ। 


3. पासों के एक जोड़े को 4 बार फेंका जाता है। यदि 'पासों पर प्राप्त अंकों का एक द्विक होना एक सफलता 
मानी जाती हो, तो 2 सफलताओं की प्रायिकता ज्ञात कीजिए। 


4, पासों के एक जोड़े को 7 बार फेंका जाता है। यदि “पासों पर प्राप्त संख्याओं के योग का 7 होना' एक सफलता 
मानी जाती हो, तो निम्नलिखित प्रायिकताएँ क्या होंगी? 


0) कोई भी सफलता नहीं (॥) 6 सफलताएँ 
(09) न्यूनतम (कम से कम) 6 सफलताएँ (९४) अधिकतम ( अधिक से अधिक) 6 सफलताएँ। 


5. किसी फैक्ट्री में बने एक बल्ब की 00 दिनों के प्रयोग के बाद फ्यूज होने की प्रायिकता 0.05 है। इसकी प्रायिकता 
ज्ञात कीजिए कि इस प्रकार के 5 बलों में से 
0) एक भी नहीं (४) एक से अधिक नहीं 
(॥) एक से अधिक (0४) कम से कम एक 
]00 दिनों के प्रयोग के बाद फ्यूज हो जाएँगे। 

6. एक थैले में 0 गेंदे हैं जिनमें से प्रत्येक पर 0 से 9 तक के अंकों में से एक अंक लिखा है। यदि थैले से 4 
गेंदे उत्तरोत्तर बिना वापस रखे (बिना प्रतिस्थापित किए) निकाली जाती हैं, तो इसकी कया प्रायिकता है कि 
उनमें से किसी भी गेंद पर अंक 0 न लिखा हो? 

7, एक सिक्के को 6 बार उछाला जाता है। यदि “चित आना' एक सफलता हो, तो इसकी प्रायिकता ज्ञात कीजिए कि 
0) वथ्यत: 2 चित प्रकट हों। . (४) कम से कम 4 चित प्रकट हों। 


970 


कि 


!0. 


चप्पल 


५ 


46« 


]9. 


48. 


गणित 


» दूविपद बंटन कै लिए 7९0) का परिकलन कीजिए जहाँ 


ही आल किले ये वेधी:हल0ः.... - पहन #< प्र तथा #>6 | 
आवर्तन सूत्र की सहायता से दूविपद्‌ बंटन के लिए ९७) का परिकलन #न! ,2,3, 4 और 5 के लिए कीजिए, 
जबकि दिया है कि #55 और #5 > 


चार सिक्‍के एक साथ उछाले जाते हैं। मान लीजिए कि हूपट आने की संख्या .को निरूपितं करता है। 5 के 
प्रत्याशित मान की गणना कीजिए। 


एक पासे को 20 बार फेंका जाता है। 'पासे पर 4 से अधिक संख्या का प्राप्त होना' एक सफलता है। सफलता 
की संख्याओं का माध्य और प्रसरण ज्ञात कीजिए। 


+ ] है | नि 
* हरी द्वारा लक्ष्य-भेदन की प्रायिकता 7? रब है। वह 64 बार गोली चलाता है। इस बात की प्रत्याशा संख्या 


(५), कि वह कितनी बार लक्ष्य-भेदन करेगा, ज्ञात कीजिए, और प्रसरण (67) भी ज्ञात कीजिए। 


* सत्यं-असत्य प्रकार के 50 प्रश्नों के अनुमान द्वारा प्राप्त होने वाले सही उत्तरों की संख्या की प्रत्याशा 8(५%) 
' ज्ञात कीजिए। 


४. एक थेले में 5 सफेद, 7 लाल और 8 काले गेंद हैं। यदि 4 गेंदों को एक के बाद एक, प्रतिस्थापना सहित निकाला 


गया हो, तो इसकी प्रायिकता क्‍या है कि 
0) एक भी गेंद सफेद नहीं हो। (४) सभी गेंदे सफेद हों। (7) केवल 2 गेंदे सफेद हों। 


« एक बॉक्स में 00 टिकट हैं जिनमें से प्रत्येक पर से 00 तक के अंकों में से एक अंक लिखा है। यदि बॉक्स 


में से 5 टिकट उत्त्तरोत्तर प्रतिस्थापना सहित निकाले जाएँ, तो इसकी प्रायिकता ज्ञात कीजिए कि सभी टिकट 
पर लिखी संख्याएँ 0 से भाज्य हैं। 


मान लीजिए कि एक फैक्ट्री में बनने वांली वस्तुओं में से ।0 % खराब हैं। मान लीजिए.-कि 4 वस्तुएँ यादृच्छया 
चुनी जाती हैं। इसकी प्रायिकता ज्ञात कीजिए कि मु 


_() 2 वस्तुएँ खराब हों। . (४) एक भी वस्तु खराब न हो। 


मान लीजिए कि 90 % लोग दाहिने हाथ से काम करने वाले हैं। इसकी प्रायिकता क्‍या है कि 0 लोगों में से 
यादुच्छया चुने गए अधिक: से अधिक 6 लोग दाहिने हाथ से काम करने वाले हीं? 


एक कलश (पात्र) में 25 गेंदे हैं, जिनमें से 0 गेंदों पर चिहन '»(' अंकित है और शेष 5 पर चिहन “९” 
अंकित है। कलश में से एक गेंद यादृच्छया निकाला जाता है और उस पर अंकित चिहन को नोट (लिख) करके 


उसे कलश में प्रतिस्थापित कर दिया जाता है। यदि इस प्रकार से 6 गेंदे निकली जाती हों, तो अग्रलिखित 
प्रायिकताएँ ज्ञात कीजिए। 


20, 


| । ह प्रायिकता 97 
0) सभी पर चिहन 5 अंकित हो। (9) 2 से अधिक पर चिहन *ए* नहीं अंकित हो। 
6#) कम से कम । गेंद पर चिहन “१५” अंकित हो। 

6५) '5' तथा 'ए' चिहनों से अंकित गेंदों की संख्याएँ समान हों। 

5<? चिहन से अंकित गेंदों की संख्या का माध्य भी ज्ञात कीजिए। 


, एक बाधा दौड़ में एक प्रतियोगी को 0 बाधाएँ पार करनी हैं। इसकी प्रोयिकता कि वह प्रत्येक बाधा को पार 


कर लेगा 2 है। इसकी क्या प्रायिकता है कि वह 2 से कम बाधाओं को गिरा देगा (नहीं पार कर पाएगा)? 
एक पासे, को बार-बार तब त़क फेंका जाता है जब तक कि उस पर 6 का अंक तीन बार प्राप्त नहीं हो जाता। 
इसकी प्रायिकता ज्ञात कीजिए कि पासे पर 6 का अंक उसे छठी बार फेंकने पर प्राप्त होता हो। 


[ संक्केत:अभीष्ट प्रायिकता - ?(पाँच बार फेंकने पर दो बार 6 का अंक और छठी बार फेंकने पर एक बार 6 
का अंक प्राप्त होना) 50, * #>4+? */४] 


, 52 ताश के पत्तों की. एक भली-भाँति फेंटी हुई गडडी में से 5 पत्ते उत्तरोत्तर प्रतिस्थापना सहित निकाले जाते... 


हैं। इसकी क्या प्रायिकता है कि. 
(0) सभी 5 पत्ते हुकुम के हों? (॥) केवल 3 पत्ते हुकुम के हों? 
(0#) एक भी पत्ता हुकुम का नहीं हो? 


, यदि एक दूविपद बंटन के माध्य और प्रसरण क्रमशः 9 और 6 हों, तो बंटन ज्ञात कीजिए। 
, यदि किसी दूविपद बंटन का, 5 परीक्षणों के लिए, माध्य और प्रसरण का योग .8 हो, तो बंटन ज्ञात कीजिए। 
24. एक रोगी के एक गंभीर रोग से अच्छे होने की प्रायिकता 0.9 है। इस रोग से ग्रसित अगले 7 रोगियों में से 5 


के अच्छे (ठीक) होने की प्रायिकता ज्ञात कीजिए। 


$, किसी प्रयोग के सफल होने की. संख्या उसके असफल होने की संख्या से दूनी है। अगले 6 परीक्षणों में कम 


से कंम 4 परीक्षणों के सफल होने की प्रायिकता ज्ञात कीजिए। 


' [ संकेत :४? * 24, 9 + 95 जिससे | ६ पुशत पर आप्त होता है। ] 


9.6 प्वासों बंदन (70550 9इ#फ्।पंणा) | 

पिछले अनुच्छेद में, हम द्विपद बंटन की परिचर्चा कर चुके हैं। जब # का मान बहुत बड़ा और /# का मान 
बहुत छोटा होता है, तब द्विपद्‌ प्रायिकताओं का 'परिकलन करना प्रायः बहुत कठिन हो जाता है। मान लीजिए 
कि वस्तुओं के एक बडे ढेर में % वस्तुएँ खराब हैं और इस ढेर में से चुने गए 400 वस्तुओं के एक नमूने में 
से 4 खराब वस्तुओं की प्रायिकता ज्ञात करनी है। यदि हम सूत्र (2) (अनुच्छेद 9.5) का प्रयोग करें तो हमें 
अग्रलिखित का परिकेलन करना होगा : पे 


: प्र2 गणित 
ह 5 ए(हू 5 4) 5 4०९, (0,0) (0,99)% 
जो कि वास्तव में एक कठिन कार्य है। ॒ 
अत:, इस प्रकार के प्रश्नों के लिए हमें कोई वैकल्पिक सूत्र ज्ञात करना पडेगा। 


इस अनुच्छेद में, हम एक और असंतत प्रायिकता बंटन प्रस्तुत कर रहे हैं जिसे प्लासों प्रायिकता बंटन या. 

' केबल प्वासों बंटन कहते हैं और जिसका प्रयोग इस प्रकार के द्विपद बंटनों का निकटतम मान निकालने 

के लिए किया जा सकता है। इस बंटन की खोज एक फ्रांसिसी गणितज्ञ साइमन डेनिस प्वासों (आग्रलणा 
]७४0ं5 208507, !78-840) ने की थी। 

प्वांसों बंटन, दृविपद बंटन का सीमांत रूप है, जब # परीक्षणों की संख्या, बहुत बड़ी अर्थात्‌ -+ ०० 

और #» सफलता की प्रायिकता, बहुत छोटी अर्थात्‌ 9->0 हो, जबकि »(7 का मान सीमित बना रहता है। 


_-49.6.] ब्वासों बंटन दविपद बटन के सीमात रूप में (/2050#॥ बरॉड॥2.80॥ 45 व 'क्ां[आड लि 
. श#४ #ग्कांत बड॥7१४४०४) हम प्वासों बंटन का निगमन (की व्युत्पत्ति) एक दूविपद्‌ बंटन से, यह 
* मान कर कि #->० और #-> 0 इस प्रकार कि गुणनफल #४ सदैव सीमित, कहिए », रहता है, करेंगे। 


ह 'क्योंकि ० ₹ 2., # ८ के 
दूविपद्‌ बंटन से हमें ज्ञात है कि... 
ए(& +#/) +!( ७ ६/४* 


॥४(४- )(8- 2)...(7-- 7 + ) 


| 


का 


># 2 (-/2) 


हा! 
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() 


मजा) 


अब हम कलन में वर्णित सीमा के अत्यंत महत्त्वपूर्ण परिणाम का प्रयोग करेंगे। हम इस परिणाम को बिना 
सिद्ध किए नीचे व्यक्त करते हैं। 


कट जे (2) 
हर ग् 
जहाँ ८ एक स्थिरांक है जिसका मान 2 और 3 के बीच होता है और जो निम्न प्रकार से पारिभाषित है ; 


2 | है । 
3: 
क# < []+ जो न, . .प ले +... ह (3) 


जहाँ £ एक वास्तविक संख्या है। () में हम देखते हैं कि ज्यों-ज्यों # -3 ००, (७-) गुणनखंडों (! - ने न्‍ 


मा 


“ के किसी भी वास्तविक मान के लिए ॥7 ” -0 इसके अतिरिक्त (2) से, हम नोट करते हें कि 


प्->े० थे 





#न- 
प्र 


में से प्रत्येक तथा गुणनखंड | - न का मान । की ओर अग्रसर होता है, क्योंकि 
7 


हर मल "7 ब्वकि 
॥ ॥॥॥| [+-2) 5 एफ (्ट्र) 2 दा [क्योंकि जैसे # -> ००, अमल ००] 
ब--२०० ८4 2 कलर ८4 हे * 

> 


जहर) नया 

् 97 9 पा 

ग्रया (। -- ;] हे स् पा (- न एं 
मै-रे०० (4 7 ह( 


अत;, सीमांत स्थिति में जब #-> ००, तब () से हमें प्राप्त होता है कि 


अतः; 


न 
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५ 
एऋ-)52 ९, #50,, 2,3, ... ) 


हो . 
जहाँ ). एक सीमित संख्या है, जिसका मान #9 है और इसे प्वासों बंटन का प्राचल कहते हैं। 


# 0, , 2 के लिए प्रायिकताओं ९(४-/#) या केवल ?(/) का योग ॥ होता है। इसका सत्यापन 
(4) में #>0, , 2, ... रखकर और प्राप्त प्रायिकताओं को जोडु कर किया जा सकता है। 


ध 3७* - ॥२८० 33८० 
5७ 7७(७)5४८ 2 गाए जद िल्ले 
2 
8 
श्र €& पका न | 
तट 2 रू] .. [03) के प्रयोग दुबारा] 


साथ ही प्रत्येक प्रायिकता एक अ-ऋणात्मक भिन्‍न है। यह निम्न बंटन की ओर ले जाता है। 
मानों 0 /, 2, ... को लेने वाला.एक यादुच्छिक चर ह में प्राचल 2. (निश्चित सख्या) के: साथ॑ प्वासों 
बटन सन्निहित है यदि इसकी प्रायिकता बटन 


# >> 
१७१-०७८४८ “० 





»“>0, , 2, .. . ७505). 
द्वारा प्रदत्त है। न 


दैनिक जीव॑न में, ऐसी अनेक परिस्थितियाँ आती हैं जब # का मान बहुत बड़ा औरं # का मान बहुत 
छोटा होता है। ऐसी परिस्थितियों में दृविपद बंटन के प्रयोग के स्थान पर प्वासों बंटन को द्विपद बंटन के 
सन्निकटन के रूप में सुविधापूर्वक प्रयोग कर सकते हैं, क्योंकि दुविपद बंटन का प्रयोग # के बड़े मानों के 
लिए कठिन हो सकता है। इस प्रक्रिया को दृविपद बंटन का प्वासों सन्तिकटन कहते हैं। दूविपद बंटन का 
प्वासों सन्निकटन का प्रत्यक्ष रीति से परिकलन और सारणीयन, दूविपद्‌ बंटन की अपेक्षा सरल होता है, क्योंकि 
» के विभिन्‍न मानों के लिए ८२ का मान मानक सारणी द्वारा प्राप्त किया जा सकता है। (» के 0 से 9.9 . 
तक के मानों के लिए ०९ के संगत (सन्निकट) मानों को सारणी पुस्तक के अंत में दी गई है। स्पष्टतया, सारणी 


को प्रयुक्त करने पर प्राप्त प्रश्नों के उत्तर भी सन्निकट मान होंगे। इस प्रकार की परिस्थितियों के कुछ उदाहरण 
. निम्नलिखित हैं 


() टेलीफोन ट्रंक लाइन के उपभोक्ताओं की अत्यधिक संख्या ओर टेलीफोन लाइन के उपलब्ध होने की 
 प्रायिकता अत्यंत कम होना। 


प्रायिकता 975 


(४) घटनाओं के घटित होने कौ घुनरावृत्त वाली यातायात की समस्याएँ जैसे दुर्घटनाएँ, जिनकी प्रायिकता बहुत 
कम होती है। 


(॥) व्यापक पैमाने पर उत्पादन से संबंधित अनेकों औद्योगिक प्रक्रियाएँ जिनमें संयंत्रों में खराबी आने या 
रुकावट पैदा होने की प्रायिकता अत्यंत कम होती है, इत्यादि। 


. 49,6.2 प्वासों बंटन की प्रायिकताओं के लिए आवर्तन सूत्र (7४2६४77४62९ #णिक्रप्रॉंद /शि" ॥॥2 
(27704#7#25 शा #/6 /260/559म बरींडरी४98/807४) हमें ज्ञात है कि 





# _+२ 
ए(/)52 ८ 
/8। 
ग्रह -> 
और ?(७+) 
की 
इसलिए ?(/+ ) हा __ 
?(/) कं 
या ए७७+) रू “ +77?(/), # 0; !, 2, 3,... () 


संबंध (]) प्वासों बंटन का आवर्तन सूत्र है। इस सूत्र दूवारा, एक बार ?(0) का मान मालूम होने पर, हम 7?(), 
?(2), ?(3),..., के मानों को ज्ञात कर सकते हैं। स्पष्टतया 


ह ९(0) 5८ 
सूत्र (!) में #-0, , 2, 3, ... रखने पर, हमें प्राप्त होता है कि, 
ह ?९() 5 3 ८7 


2 २५ 
ए(2)5 2४ _ 
. 2 


है 3: #ही, 
ए७8) 52 4__ 
3! 
आदि। । 
9,6.3 प्वासों बंटन का माध्य और प्रसरण (॥4# दावे एद/ब्रहट९ गीह९ 2075507 बांडक४90॥) | 


माध्य | प्वासों बंटन के लिए 
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-+ 
ए?0) 5 4 
| 





क्ज 


एछ0) 5४5 ७४70) 


>*>0 





हु शर्ट 
हा # 
कक्न्कत | 
2 कं! 
र0+.067? +2., 2 ४ _ +3. 2 £ +.,. 
2] 3! 





2 
नल भ्गः 88 ] 
का 
ल्ल 3 270 ८८) 
अतः प्वासों बंटन का माध्य उसके प्राचल » के बराबर होता है। 
प्रसरण 6£ प्रसरण 6? निम्न प्रकार प्राप्त होता है, 


०० / (रण 
है? । मै € 
04 घर 3. 7 पल ् ७ 
#बः0 75 ध 


न्न्न जी ्ििःयथिजजयियी- काजल क्ज++ः ्जीयीनीा-: 


हा [कं 222 323 428 54% । ३2 


| ।+2 2 30 2 ५ के ३2 
आग पं 2223 8 7 42 7 हे कि 


। 2 ([+) » | ((+2) 25 (+3)» (]+4) 2, 2 
नल औै8) | + जा जय ्ः फजाए न ल्ज्तञ्ाः नः सबक + ... 5 ० 


८7! 


ते घी कक) 2 | 
श््ल्ड नम 2०५००. 224० ०++०क, अन्‍्न्‍_-_» ०० नि आई बन, े 
२५6 | के प्रप + ठा न तर नः के औ | + दर + ठा न दा कील मर ही 


प्रायिकता 977 
नःऔटर (2४४ + 22१) 92 »9+ 2) )2- 2, 
इसलिए प्वासों बंटन का प्रसरुण भी # होता है। 


. अतः प्वासों बंटन के माध्य और प्रसरण में से प्रत्येक » के बराबर होता है। यह प्वासों बंटन का एक 
महत्त्वपूर्ण गुण है। 


टिप्पणी प्वासों बंटन के माध्य और प्रसरण को हम द्विपद बंटन के माध्य और प्रसरण की सीमांत स्थितियों 
के रूप में भी निकाल सकते हैं जब # -+ ०० , 9 -१ 0 और ४४ + 2. (स्थिरांक )। क्‍योंकि द्विपद्‌ बंटन का 
माध्य #2 है अतः प्वासों बंटन का माध्य 


सह (0४०) + अर (2) 5 9, क्योंकि ). एक स्थिरांक है। 
इसी प्रकार, प्वासों बंटन का प्रसरण 


पं 2४ 72 (] - 90) [द्विपद्‌ बंटन का प्रसरण ८ #9 (]- ४)] 
पा / क्योंकि 

कक 2 | 7-7- | [क्योंकि/7 9 ] 
धरे०० | 


४ 
नल [जब #-२ ००, -> 0] 


उदाहरण 27 प्वासों बंटन के लिए निम्नलिखित ज्ञात कीजिए 


06) ए(2), दिया है 95]. (४) 7(3), दिया है 2, - तर 
हल हमें ज्ञात है कि 
-3. 


?९(७)- 2० अतः 
४ 








!2. «| 0.368 बडे 
6) ४७) 5 +प्न 5८ न [४ ! < 0.368, सारणी देखे] 
<0.84 ' 
त्तर € ० 2. (0.607 
() 93) "> जज 5 | [८१४ _ 0.607] 


* 3! 6 
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0.607 
| “7-5 0.03 
फ 48 
उदाहरण 28 मान लीजिए कि 8% लोग बाएँ हाथ से काम करते हैं। इसकी क्या प्रायिकता है कि एक 25 
' लोगों के यादृच्छिक प्रतिदर्श में से 2 या अधिक बाएँ हाथ से काम करते हों? 


हल हमें ज्ञात है कि, 


फ्र्त क्र शत 25 
इसलिए »% न] #|7 २ कट 25 2 
| ]00 
अब ए(2 या अधिक ) 5 ९(४ > 2) 
८ ]-7?(5<]) 
> ]- [९(]) + ९(0)] (4) 
2 ७२ | । हि 
अब. #?() 5 प्हाख 2 < 0,35 5 0.270 [०* -- 0.35] 
20 ८४२ 


 #०0- या १९३ 


अतः (]) द्वारा, हमें प्राप्त होता है कि, 
ए(2 या अधिक) 5 - [0.270 + 0.35] 
* ]-- 0.405 
* 0,595 
0९० 29 एक पेट्रोल पंप स्टेशन में प्रतिदिन प्राप्त होने वाली शिकायतों की संख्या एक ऐसा यादुच्छिक 


चर है, जिसके प्वासों बंटन में 9.5 3.3 | प्रायिकता ज्ञात कीजिए कि स्टेशन में प्राप्त होने बाली शिकायतों 
की संख्या 


(0) किसी दिए गए दिन में केवल 2 हो। 
(४) किसी दिए गए दिन में अधिकतम 2 हो। . 
४४ यहाँ 0953.3 और ह 
हमे 
कफ) 5 २० € 
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(3.3)? «7४72 


अतः 6). ९(2) ८ हय 


2 ५ ह ह दे" 
_ (3.3) पे िक # 9 व 0क 


__ 0.89 < 0.037 
2 
२+0.205 


अतः किसी दिए हुए दिन में स्टेशन में प्राप्त होने वाली शिकायतों की संख्या केवल दो होगी इसकी 
प्रायिकता 0.205 है। 


(7) 7७ 2) 5 ९(0) + ९(॥) + ९(2) 
जा €३3 + (3.3) ८३3 + (3.3) 2 
2 


+ 0.037 + (3.3) (.037) + 0.205 


* 0,037 + 0.22] + 0.205 
-0.3606 | 
संढाए४०: ५४४ एक व्यस्त यातायात चौराहे पर किसी एक कार के दुर्घटनाग्रस्त होने की प्रायिकता बहुत कम, 


माना कि 0.000 है। तथापित दिन के किसी समय विशेष में कारों की एक बड़ी संख्या माना कि 000; 
उस चौराहे से होकर गुजरती हैं। इन परिस्थितियों के अंतर्गत, उस समय विशेष में 2 या अधिक दुर्घटनाओं 
के होने की कया प्रायिकता है? 


धुल यहाँ 5 000 और 95 0,000] है। क्योंकि # बहुत बड़ा और # बहुत छोटा है अतः हम अभीष्ट 
प्रायिकता के परिकलन हेतु प्वासों बंटन का प्रयोग कर सकते हैं। मान लीजिए कि यादृच्छिक चर 5 दुर्घटनाओं 
की संख्या निरूपित करता है। 


अब. 7?(2 या अधिक दुर्घटनाएँ) 
| (>> 2) 5 - [९(5५ - 0) + ९(% <)] 


-> 





न ० * -- ० 
न] [८ न ] 


+]- [८९ +0.] & ८०] [क्योंकि )०+%9-0.-] 


980 


का जे 


हि 


23५ 


प्रो 


2४ 


जि 


गणित 
न [- (०?! » .]) ] 
+ -- (0.905 » .) [सारणी से & ९! + 0,905] 
न्‍ | 0,0045 


प्रश्नावली 9,5 
प्वासों बंटन के लिए निम्नलिखित ज्ञात कीजिए ; 


. 0) ९(2); दिया है »<0.7 . (/)7९(3) ; दिया है »>2 


(४) 7९2) ; दिया है ».-0.6 
मान लीजिए कि एक फैक्ट्री (दिया है) द्वार उत्पादित | %वस्तुएँ खराब हैं। 00 वंस्तुओं के एक प्रतिदर्श 
(नमूने) में 3 या अधिक वस्तुओं के खराब होने की प्रायिकता ज्ञात कीजिए। 


मान लीजिए कि 8 % लोग बाएँ हाथ से काम करते हैं (वामहस्तिक हैं)। 50 लोगों के एक यादृच्छिक 
प्रतिदर्श में 4 या अधिक लोगों के वामहस्तिक होने की क्या प्रायिकता है? 

20 वस्तुओं के एक प्रतिदर्श में खराब वस्तुओं की औसत संख्या .6 है। इस बात की प्रायिकता ज्ञात 
कीजिए कि एक प्रतिदर्श में 

(0) 3 खराब वस्तुएँ होंगी। . (9)3 या अधिक खराब वस्तुएँ होगी। 

मान लीजिए कि 200 मुद्रण अशुद्धियाँ, 500 पृष्ठ की एक पुस्तक में आदूयोपांत (प्रारंभ से अंत तक) 
यादूच्छया वितरित हैं। इसकी प्रायिकता ज्ञात कीजिए कि एक प्रद॒त्त पृष्ठ पर 

() तथ्यत: 2 अशुद्धियाँ हों। (7) 2 या अधिक अशुदृधियाँ हों। 


'एक़ कारखाने में जिल्दबंद हुई पुस्तकों में से 2 % की जिल्द खराब हैं 400 जिल्दबंद पुस्तकों में से 5 पुस्तकों 
की जिल्द खराब होने की प्रायिकता ज्ञात कीजिए। 


प्रलेख (रेकार्ड) दर्शाता है कि किसी पुल को पार करते समय एक कार के खराब हाने की प्रायिकता कह 


हैं इसकी प्रायिकता ज्ञात कीजिए कि पुल को पार करने वाली 0,000 कारों में से अधिकतम 2 कारें खंराब 
होती हैं। 


एक शहर के किसी डिपो पर एक दिन में आने वाली बसों की औसत संख्या 6 है। किसी निश्चित दिन इस 
, डिपो में आने वाली बस्चों की संख्या 3 से कम होने की प्रायिकता क्या है? 


संकेत 2.56, ९(४ <3) ज्ञात कीजिए ] 


अनुभव दर्शाता है कि टेलीफोन (दुरभाष) पर आने वाले कॉल में .4 % नंबर आते हैं। 50 आने वाली कॉलों 
में 2 कॉलों के गलत नंबर होने की प्रायिकता निर्धारित कौजिए। 


40. 


45, 


6, 


$8, 


9. 


20, 


प्रायिकता 98] 


पुलिस रिकार्ड दर्शाता है कि एक शहर के किसी विशेष चौराहे पर प्रति माह होने वाली दुर्घटनाओं का औसत 
(माध्य) 5 है। दुर्घटनाओं की संख्या का वितरण एक प्वासों बंटन के अनुसार है। किसी माह में तथ्यत: 
0,, 2, 3 या 4 दुर्घटनाओं की प्रायिकताएँ निर्धारित कीजिए। 


» उपर्युक्त प्रश्न 0 में प्रति माह 3 या कम दुर्घटनाओं की प्रायिकता क्‍या होगी? 


' मान लीजिए कि एक कोयला खनिक की एक वर्ष के दौरान खान दुर्घटना में मारे जाने कौ संभावना न 


]400 
है। प्वासों बंटन के प्रयोग द्वारा इस बात की प्रायिकता परिकलित कीजिए कि एक ऐसी खान में, जिसमें 420 


खनिक कार्यरत हैं, एक वर्ष के अंदर न्यूनतम एक घातक दुर्घटना घटित होगी। 


. अपराहन । बजे से 3 बजे के बीच, एक कंपनी के स्विच-बोर्ड पर प्रति मिनट आने वाले टेलीफोन 


कॉलों की औसत संख्या 2.5 है। इसकी प्रायिकता ज्ञात कीजिए कि किसी विशेष मिमट में, 
(0) एक भी फोन कॉल नहीं होगा। (0) तथ्यत्त:; 2 फोन कॉल होंगे। 


» पासों के एक जोडे को 200 बार फेंका जाता है। यदि पासों पर प्राप्त संख्याओं का योग 9 होना एक सफलता 


मानी जाए, तो सफलताओं की संख्या का माध्य और प्रसरण ज्ञात कीजिए। 


एक बॉक्स में 200 टिकट हैं जिनमें से प्रत्येक पर से 200 तक की संख्याएँ अंकित हैं (प्रत्येक टिकट पर 
केवल एक संख्या)। बॉक्स में से 20 टिकटें उत्तरोत्तर प्रतिस्थापना सहित निकाली जाती हैं। अधिकतम 4 टिकरों 
पर अंकित संख्याओं की 20 से भाज्य होने की प्रायिकता ज्ञात कीजिए। 


यदि एक प्वासों बंटन का प्रसरण 2 हो तो प्वासों बंटन के आवर्तन संबंध द्वारा #ः; 2, 3, 4 और 5 के लिए 
प्रायिकताएँ ज्ञात कीजिए। 


- मान लीजिए कि किसी यंत्र विशेष द्वारा उत्पादित एक वस्तु के खराब होने की प्रायिकता 0.2 है। यदि इस यंत्र 


दवारा उत्पादित 0 बस्तुओं का यादूच्छया चयन किया जाए, तो एक से अधिक वस्तु के खराब नहीं होने की 
प्रायिकता क्‍या होगी? 


मान लीजिए कि 6]4 पृष्ठ वाली पुस्तक में 43 टंकण ज्ुटियाँ हैं। यदि यह त्रुटियाँ पुस्तक में आदयोपांत यादृच्छया 
वितरित हों, तो इस पुस्तक के यादृच्छया चुने हुए ॥0 पृष्ठों के त्रुटि मुक्त होने की प्रायिकता क्‍या होगी? 


मान लीजिए कि एक यादृच्छिक चर > का एक प्वासों बंटन है। यदि ए(ह-2) न ए(& <), तो 
ए(#%< 0) का मान निकालिए। 


यदि किसी नगर में रहने वाले 3 % लोग सरकारी कर्मचारी हों, तो नगर के 50 लोगों के एक यादुच्छिक प्रतिदर्श 
में एक भी सरकारी कर्मचारी न पाए जाने की प्रायिकता निर्धारित कीजिए प्रतिदर्श में 3 या 3 से कम सरकारी 


: कर्मचारियों के होने की प्रायिकता क्‍या है? 
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9.7 अनुप्रयोग (७फ॒ञांट्यांणा$) 
इस अनुच्छेद में हम प्रायिकता के विभिनन क्षेत्रों में अनुप्रयोगों पर आधारित कुछ प्रश्न पर विचार करेंगे। 


उदाहरण 3 एक कार उत्पादन करने वाली कंपनी को पूर्व अनुभव से यह ज्ञात है कि कारों के मांग (आर्डर) 
के समय पर नौभरण हेतु तैयार होने की प्रायिकता 0.85 (है और समय पर नौभरण के साथ कारों की समय 
पर प्रदानगी की प्रायिकता 0.75 है। इस बात की क्‍या प्रायिकता है एक ऐसी मांग की समय पर प्रदानगी हो 
जाएगी, जिसके बारे में दिया है कि वह मांग नोभरण हेतु समय पर तैयार थी? 


हल भांग की नौभरण हेतु समय पर तैयार होने को घटना & और मांग की समय पर प्रदानगी को घटनाए 
मान लीजिए। | 


७(७) 5 0.85, ९(& और 8) 5 0.75 


#(& और 8) और छ | 0.75 
य्द सड «---- 5“ (0.8 लगभग 


अत: 88 % नोभरण की समय पर प्रदानगी हो जाएगी। 


उदाहरण 32 मान लीजिए कि 4,, 4,, ४, परस्पर अपवर्जी रोग हैं। मान लीजिए कि 8 5 [५,, &,,.. .,5५) रोगों 
के दृष्टिगोचर लक्षणों का समुच्चय है। उदाहरणार्थ &, सांस की कमी, &, भार की कमी, ४, थकावट आदि। 
मान लीजिए कि 0,000 रोगियों के एक यादृच्छिक प्रतिदर्श में 3200 रोग ८, से, 3500 रोग ८४, से और 3300 
रोग 6, से ग्रसित हैं। इसके अतिरिक्त 3800 रोग ८, से, 3300 रोग ८, से और 3000 रोग 4, से ग्रसित रोगी 
लक्षण $ प्रदर्शित करते हैं। डॉक्टर एक ऐसे रोगी के रोग का निर्धारण करना चाहते हैं, जिसके बारे में उसे 
ज्ञात है कि बह लक्षण 8 प्रदर्शित करता है। इस जानकारी के आधार पर डॉक्टर को क्या निष्कर्ष निकालना चाहिए? 


हल मान लीजिए कि रोगी के रोग ८, से ग्रसित होने को घटना), से निरूपित किया जाता है। इसी प्रकार, 
घटनाएँ ।0, और 70, को भी परिभाषित किया जाता है। 


2९00.)  -2200 - 0.32, 
0000 


९(0,) 5 700 < 0.35, 
0000 


और ०९(0,) 5 ->00 <0.35 
]0000 


प्रायिकता 983 


पुन; 
ए(5 
#(8 | 7.) सन 2(8/00|) ञ्ड 300 रू 0,977 (लगभग) 
ए600),).. 3200 
ए९(8 | 0,) 5 2700 < 0.94 (लगभग) 
3500 
3000 
और ए(8 |[7).) 5 _--- 0.9 (लगभग) 
कर 3300 


बेज्ञ-प्रमेय के प्रयोग द्वारा, हमें प्राप्त होता है कि 
?(0, | 9) 5 रोगी के रोग 4, से ग्रसित हेने की प्रायिकता जब यह ज्ञात है वह लक्षण ७, ,5,,,..&, प्रदर्शित 
करता है 
__..  /श0एछ०0) .. 
?९(0|)7९(5|0,)+ ९(0,) ९($|०0, ) + ९(०0५ ?९(8|03) 
है 0.32 ><0.97 
0.3220.97 +0.3520.94+0.339<0,9 


0.304 
0.3/04 + 0.329 + 0.3003 


__ 0.304 
0.9397 


+ 0.33 (लगभग) 





0.329 
397 


इसी प्रकार ९0), | 3) 5 ल्‍ 0,35 (लगभग) 








और ए९00, | 9) 5 22002 _ 0.32 (लगभग) 
0.9397 


अतः यह जानते हुए कि रोगी लक्षण &|,&,,..., 5७ प्रदर्शित करता है, उसके रोग ८, 4, ८ से ग्रसित होने 
की प्रायिकताएँ क्रमश: 0.33, 0.35 या 0.32 हैं। अतएव डॉक्टर को यह निष्कर्ष निकालना चाहिए कि रोगी 
के रोग ८, से ग्रसित होने की संभावना सर्वाधिक है। 


उदाहरण 33 कार में प्रयुक्त होने वाले कुछ पुर्जों का एक निर्माता यह आश्वासन देता है कि पु्जों के एक 
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बॉक्स में अधिकतम दो पुर्जे ही खराब होंगे। यदि बॉक्स में 20 पुर्ज हैं और अनुभव यह दर्शाता हो कि उसकी 
निर्माण प्रक्रिया में 2 % खराब पुर्जे उत्पादित होते हैं, तो इसकी क्‍या प्रायिकता है कि पुर्जों का एक (कोई) 
बॉक्स उसके द्वारा दिए गए आश्वासन (प्रतिश्रुति) को पूरा करेगा? 
हल इस प्रश्त को एक ऐसे दूविपद बंटन के प्रश्न के रूप में देखा जा सकता है जिसके लिए 
४८20, ४0.02 
निर्माता दूवारा दिए गए. आश्वासन का पूर्ण होना तभी संभव है जब खराब पुर्जों की संख्या 0,। और 2 
हो। हमें ज्ञात है कि 
एज < 2) 5 ९४८०0) + ९(ह७ > ) + ९( % > 2) 
न ()) ८ 20(: 0 20 >_ 20 -- 
अब 79050) 5९८, (0.02) (0.98) 5 (0.98) 5 0.668 गम 
एज <]) 5 2०0, (0.02)'(0.98)/ 5 20(0.02) (0.98)/१< 0.273 लिए. लघुगणक 
ए(5% > 2) 5 2८, (0.02)20.98)/ < 90(0.02)2 (0.98)/0< 0,053 का का प्रयोग 
है करने पर) 
इसलिए ए(# < 2) 5 0.668 + 0.273 + 0,053 5 0.994 
इससे प्रकट होता है कि निर्माता द्वारा दिया गया आश्वासन लगभग सदैव पूर्ण होगा। 


प्रश्गावली 9.6 ह रे 
. किसी ग्रामीण क्षेत्र में किए गए अध्ययन से प्रदर्शित होता है कि एक यादृच्छया चुने गए व्यक्ति की किसी प्रकार 


के अपतृण के प्रति एलर्जी ( प्रत्यूजता) की प्रायिकता _-.. है और उसकी धूल के प्रति एलर्जी की प्रायिकता 
न 20 घ 


पा है। उस व्यक्ति की धूल के प्रति एलर्जी की प्रायिकता ज्ञात कीजिए जबकि दिया हो कि उसको अपतृण 
के प्रति एलर्जी है। 


2. एक विशेष प्रकार के विद्युत जनरेटर के कार्य प्रदर्शन का दीर्घकालीन विवरण यह प्रकट करता है कि उस प्रकार 
के जनरेटर के पूर्ण कार्यकाल के प्रथंम 0 वर्षों में खराब होने की प्रायिकता 0.22 है। यह दिया हुआ है कि 
जनरेटर खराब हो गया है, इसकी सप्रतिबंध प्रायिकता कि खराबी ठीक नहीं की जां सकती 0.45 है। इस प्रकार 
के जनरेटर में उसके कार्यविधि के प्रथम 0 वर्षों में ठीक न हो सकने योग्य खराबी होने की प्रायिकता ज्ञात कौजिए। 


3. किसी विशेष रोग का पता लगाने के लिए एक परीक्षण सुस्पष्ट नहीं हैं। 90 % बार परीक्षण दूवारा रोग का पता 
सही लगता है, किंतु % बार रोग का पता सही नहीं लगता हैं। एक ऐसे बड़े जनसमुदाय से, जिसमें अनुमानित 
0.2% लोगों को यह रोग है, यादुच्छया चुने गए एक व्यक्ति का उपर्युक्त परीक्षण किया जाता है और बताया 


जाता है कि उस व्यक्ति को यह विशेष रोग है। इसकी क्या-संभावना (प्रायिकता) है कि वह व्यक्ति वास्तव 
में उस रोग से ग्रसित है? 


प्रायिकता 985 
[संकेत मान लीजिए कि 7, 5 रोग ग्रसित लोग, 0, - वे लोग जिन्हें रोग नहीं हैं 
?(0,)50.002, ?(0,) 50.998, ए(& | 0,)50.90, ९(४ |0,) 50.0, जहाँ & घटना, परीक्षण से रोग होना प्रकट 
होता है, को निरूपित करता है। 700, | 8) ज्ञात कीजिए। ] 
किसी फैक्ट्री में कुल उत्पादन का 30 % यंत्र &, 25% यंत्र 5 और शेष यंत्र (: द्वारा किया जाता है। यंत्र & के 
उत्पादन का  %, यंत्र छ के उत्पादन का .2 % और यंत्र 0 के उत्पादन का2 % खराब हैं। तीनों यंत्र एक साथ 
कार्य करते हुए एक दिन में 0,000 वस्तुएँ बनाते हैं। एक दिन के उत्पादन से यादृच्छया निकाली गई एक वस्तु 
खराब पाई जाती है। इस वस्तु के यंत्र 8 द्वारा उत्पादित होने की प्रायिकता ज्ञात कीजिए। कर 


मान लीजिए कि किसी प्रकार के सेट में लगे एक रेडियो ट्यूब की 500 घंटे से अधिक कार्य करने की प्रायिकता 
0.2 है। यदि हम 4 ट्यूबों का यादूच्छया परीक्षण करें, तो इसकी क्या ग्रायिकता है कि इनमें से तथ्यतः 3 ट्यूब 
500 घंटे से अधिक कार्य करेंगी? 


« किसी प्रकार के एक घटक दूवारा दिए हुए एक प्राघात परीक्षण को सहन करने की प्रायिकता नर है। इसकी 


प्रायिकता ज्ञात कीजिए कि 5 परीक्षित घटकों में से 
0) तथ्यत: 2 घटक परीक्षण सहन कर पाएँगे। (9) अधिकतम 3 घटक परीक्षण सहन कर पाएँगे। 


यह ज्ञात है कि ऐसे चूहों में से, जिन्हें एक सीरम का टीका लगाया गया हो, 60 % का एक विशेष रोग से बचाव 
हो जाता है। यदि 5 चूहों को टीका लगा हो, तो इसकी प्रायिकता ज्ञात कीजिए कि 


(0) एक भी चूहे को वह रोग नहीं होगा। (॥) 3 से अधिक चूहों को वह रोग होगा। 


किसी चिकित्सालय में 20 डाइलिसिस (अपोहन) यंत्र हैं और इस बात की संभावना कि किसी दिन उनमें से 
कोई एक खराब हो 0.02 है। किसी एक ही दिन उनमें से तथ्यत: 3 यंत्रों के खराब होने की प्रायिकता निर्धारित 
कीजिए। 


मान लीजिए कि किसी विमान से गिराए गए एक बम द्वारा किसी तक्ष्य पर प्रहार करने की प्रायिकता 0.2 है। 
यदि 6 बम गिराए जाते हैं तो इस बात की प्रायिकता ज्ञात कीजिए कि उनमें से 


0) तथ्यत; 2 बम लक्ष्य पर प्रहार करेंगे... (0) न्यूनतम 2 बम लक्ष्य पर प्रहार करेंगे। 


॥9. शक पेंच निर्माता को ज्ञात है कि उसके उत्पादन का 4% ख़राब है। यदि वह 00 पेंचों से भरे बक्सों द्वारा 


पेंचों का विक्रय इस आश्वासन (गारंटी) के साथ करता हो कि किसी भी बक्से में 5 पेंचों से अधिक खराब 
नहीं होंगे, तो किसी एक बक्से दूवारा गुणवत्ता के इस आश्वासन के पूर्ण नहीं होने की प्रायिकता का निकटतम 
मान क्‍या होगा? 


प्‌ ४४7 अभीष्ट प्रायिकता -77(खराब पेंचों की संख्या 5 से अधिक )] 
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|] 


गणित 


, एक बीमा कंपनी यह ज्ञात करती है कि प्रतिवर्ष जन समुदाय का केवल 0,% ही दुर्घटनाग्रस्त होता है। यदि 


जनसमुदाय से कंपनी के 000 पालिसी धारकों को यादृच्छया चुना जाए, तो इसकी क्या प्रायिकता है कि आगामी 
वर्ष उसके ग्राहकों में से 5 से अधिक दुर्धटनाग्रस्त नहीं होते हैं? 


2, किसी 35 वर्षीय मनुष्य के 40 वर्ष की आयु तक पहुँचने से पहले मरने की प्रायिकता 0,08 मानी जा सकती 


है। 400 मनुष्यों के एक ऐसे समूह से, जिसकी वर्तमान आयु 35 वर्ष है, 2 मनुष्यों के आगामी 5 वर्षों के अंदर 
मरने कौ निकटतम प्रायिकता क्या है? 


., मान लीजिए कि ४,, 4,, 4, परस्पर अपवर्जी रोग हैं। मान लीजिए कि $ इन रोगों के दृष्टिगोचर लक्षणों का 


समुच्चय है। 5000 रोगियों के एक यादृच्छिक प्रतिदर्श दवारा डॉक्टर को निम्नलिखित सूचनाएँ प्राप्त होती हैं ; 
800 रोगियों को रोग८, था, 200 रोगियों को रोग ८, था और शेष रोगियों को रोग 6, था। 


500 रोग 4, , 200 रोग 4, और 900 रोग ४, के रोगियों में लक्षण $ दिखाई पड़ता है। एक रोगी को इन ग़ेगों 
में से किस रोग के होने कौ संभावना अधिक है? 


;. एक निर्माता अपने उत्पादन को 0 वस्तुओं से भरे बक्सों में रख कर जहाज से भेजता है। निर्माता आश्वापत 


देता है कि किसी भी बक्से में रखी ।0 वस्तुओं में से ? से अधिक खराब नहीं है। यदि उसके उत्पादन में से 


॥ 
यादृच्छया चुनी गई एक वस्तु के खराब होने की प्रायिकता हा है, तो निर्माता दूवाग दिए गए आश्वासन के 
पूर्ण होने की प्रायिकता क्या है? 


8, एक एयरलाइन 98 सीट वाले किसी विमान की एक विशेष उड़ान के लिए सीटों का आरक्षण स्वीकार करती 


है। पिछले अनुभवों से ज्ञात है कि सीटों को आरक्षित कराने वाले यात्रियों में से, वास्तव में 3% यात्रा के लिए 
उपस्थित नहीं होते हैं, अतः एयरलाइन की नीति है कि वह 00 यात्रियों को उड़ान के लिए सीट आरक्षित कराने 
की अनुमति देती है। उड़ान पर यात्रा के लिए 98 यात्रियों से अधिक के उपस्थित होने की प्राधरिकता क्‍या है? 


[87908 7 00 * 0.03 53, ९0) +?(]) ज्ञात कीजिए ] 
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भ्ज्ञ कक 
2 मय पाया मपआकर. पवमान्यसक तमाम कसकक 
4,0000 4.0000 0000 ],0000 ,0000 ,0000 ,0000 
पद 2,0025 2.,0050 2.,0075 2,0]00 2.0]25 2.0450 2,075 
3 3.0075 3.050 ३,0226 3,030। 3,0377 3.0452 3.0528 
4 4.050 4.030] 4.0452 4,0604 4.0756 4.0909 4.]062 
5 5.025] 5,0503 5.0756 5.00 5.266 5.523 5.]78] 
6 6.0376 6,0755 6.व36 5.4520 6,907 6.2296 6,2687 
री 7.0527 7.4059 7,4595 7.235 7.2680 7.3230 7,3784 
8 8,0704 8.4444 8.232 8.2857 8,3589 8.4328 8.5075 
9 9.0905 9,82] 9,2748 9,3685 9.4634 9,5593 9.6564 
)0 ]0.433 0.2280 40,3443 ।0.4622 0.587 0.7027 0.8254 
[ 4.4385 व].2792 4.429 ]4.5668 ]4,739 ].8633 2.048 
]2 2.664 42,3356 2.5076 2,6825 ]2,8604 3.0442 3.225] 
43 3,4968 3.3972 3,604 3,8093 4.02 4.2368 ]4,4565 
[4 ]4,2298 4,4642 4.7034 4.9474 5.964 5.4504 ॥5.7095 
5 5,2654 5.5365 5.837 ]6,0969 6.3863 6.682] ]6,9844 
]6 6.3035 46.642 6.9323 7.2579 7.592 7.9324 8.28 ६6 
7 $7.3443 7.6973 8.0593 8,4304 8,8] 9,20]4 ]9.606 
(8 8,3876 ]8.7858 9.947 9.647 20,0462 20.4894 20.,9446 
]9 ]9,4336 ]9.8797 20,3387 20.809 2,2968 24.7967 22.342 
20 20.4822 20.9794 2],492 22,090 22,5630 23,237 23.706 
2 24,5334 22.0840 22.,6524 23.2392 23,8450 24,.4705 25.64 
22 22,5872 23.944 23.8223 24,476 25,43] 25.8376 26.5559 
23 23,6437 24,304 25.000 25.763 26,4574 27.2257 28.0207 
शव 24.7028 25.4320 26.885 26,9735 27.788] 28.6335 29,50 
है. 25.7646 26.559| 27.3849 28,2432 29,4354 30,0630 34,0275 
26 26.8290 27.699 28.5903 29.5256 30,4996 3.5]40 32.5704 
है 27.896] 28.8304 29.8047 30,.8209 ३,8809 32,9867 34.]404 
28 28.9658 29,9745 3,0282 32,29| 33.2794 34,485 35,7379 
29 30.0382 3.]244 32.2609 33,4504 34.6954 35,9987 37.36353 
30 34,833 ३32.2800 33.5029 34,.7849 36.29 37.5387 39,072 
3] 32.9]॥ 33.444 34.7542 36.327 37.5807 39,808 40.7000 
32 33.276 34.,6086 36.048 37.494| 39,0504 40.6883 42,422 
33 34.3547 35.787 ३7.2849 38.8690 40,5386 42.2986 44.4544 
34 35.4406 36.9606 38,5646 40.2577 42,0453 43.933 45.927] 
35 36.5292 38,]454 39.8538 44.6603 43.5709 45.592] 47,7308 
36 37.,6206 39,336] 4 .]527 43.0769 45.]]55 47,2760 49.5664 
हक ५ 38,746 40,5328 42,464 44.5076 46.6794 48.985] 5.4335 
38 39,8]4 4,7354 43 ,7798 45.9527 48.2629 50.799 53.3336 
39 40.9]09 42,9447 45.4082 47,423 49.8662 52,4807 55,2670 
40 42,032 44,588 46.4465 48.8864 5.4896 54.2679 57.234॥ 
4[ 43,]82 45.3796 47.7948 50,3752 53.4332 56.08]9 59.2357 
42 44,2260 46,6065 49.]533 5.8790 54,7973 57.9234 6.2724 
43 45,3366 47.8396 50,529 33 ,3978 56.4823 59.7920 63.3446 
44 46,4499 49,0788 5].9009 54.93]8 58.883 64.6889 65.4532 
45 47.566] 50.3242 53.290 56.48] 59.9457 63.6]42 657,5986 
46 48.6850 5.5758 54.6898 58.0459 64.6646 65,5684 69,786 
47 49.8067 52.8337 56.000 59.6263 63,.4354 67.55]9 प72,0027 
48 50,932 54,0978 57.5207 6.2226 65.2284 69.5652 74,2628 
49 52,0585 55.3683 58,952] 62,8348 67.0437 7.6087 76.5624 
+0 53,887 56.6452 60.3943 64.4632 68.888 73,6828 78.,9022 
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4 4,0000 4,0000 .0000 .0000 4.0000 .0000 4,0000 
2 2,0200 2.0250 2.0300 2.0350 2.0400 2.0450 2.0500 
3 3,0604 3.0756 3.0909 3.062 3.426 3,370 3,525 
4 4,426 +4.]525 4.836 4.249 4.2465 4.2782 4,30] 
5 5.2040 5.2563 5.309 5.3625 5.463 5.4707 5.5256 
6 6,308] 5,.3877 6.4684 6.5502 6,6330 6.769 6.809 
प्र .4343 7.5474 7.6625 प.7794 7.,8983 8,092 8,420 
8 8.5830 8.736॥ 8.8923 9.05॥7 9.242 9.3800 9.549] 
9 9.7546 9,9545 40.]59] 0,3685 40.5828 0,802] 44.0266 
0,9497 .2034 4.4639 44.73]4 42.006| 2,2882 2. 5779 
2.687 42.4835 2.8078 3.4420 43,4864 43.8442 4.2068 
3.428 3.7956 34,920 4.6020 5.0258 45,4640 5,97] 
4,6803 5,8404 5,678 6.30 6.6268 7.599 47,7430 
45.9739 6.5890 7,0863 37.6770 8.299 48,9324 9.5986 
7.2934 47.93]9 8,5989 9.2957 20.0236 20,784] 2.5786 
8.6393 9,3802 20.4569 20.970 24.8245 22,793 23.6575 
20.082 20,8647 24.766 22.7050 23,6975 24,747 235.8404 
2(.423 22,3863 23.444 24,4997 25.6454 26,855] 328.324 
22,8406 23.9460 25.469 26,3572 27.672 29,0636 30.5390 
24,2974 23,5447 26,8704 28.2797 29.778 34,3744 33.0660 
25.7833 27.833 28.6765 30,2695 34,9692 33.,783] 35.793 
27,2990 28,8629 30,5368 32.3289 34.2480 36.3034 38.5052 
28,8450 30.5844 32.4529 34,4604 36.6479 38.9370 44.4305 
30,429 32.3490 34.4265 36,6665 39.0826 44,6892 44.5020 
32,0303 34.4578 36,4593 38,9499 4व,6459 44.5652 47.7277 
33,6709 36.0]7 38.5530 4.343[ 44,3]47 47.5706 54.4 35 
35.3443 37,920 40,7096 43,759] 47.0842 50.7]3 54.669] 
37.0542 39,8598 42,9309 46.2906 49,9676 53,9933 58.4026 
38,7922 44.4563 45,289 48.908 +2,9663 #27.4230 62,3227 
40.468 | 43,9027 47.5754 54.6227 $6.0849 64,007] 66,4388 
42.3 794 46,0003 50.0027 $4.4295 59,3283 654,7524 70.7608 
44,2270 48,4503 52.5028 57.3345 62,705 68,6662 75,2988 
46.]446 30,3540 $5.0778 60.34[2 66,2095 72.7562 80.0638 
48,0338 $52.629 57.7302 63,4532 69.8579 77.0303 85.0670 
49,9945 54.9282 60.462 66.6740 73.6522 8],4966 90.3 203 
54.9944 57.30]4 63.2759 70.0076 77.5983 86.]640 95.8363 
54,0343 59.,7339 66.8742 73.4579 8] .7022 9,043 0],628| 
56.49 62,2273 69,595 77.0289 85.9703 96.382 07.7095 
58.2372 64,7930 72.2342 80,7249 90.409 0],4644 ]4.0950 
60.4020 67,4026 75.4083 84,5503 95.0255 07.0303 20.7998 
62.600 70.0876 78.6633 88,5095 99,8265 442.8467 ]27,8398 
54.8622 72,8398 82,0232 92.6074 ]04,896 48.9248 35.23]8 
67.8595 75.6608 85.4839 96.8486 40.0]24 425,2764 42.9933 
69.5027 78,5523 89,0484 0॥.2383 ]85.4429 33.938 ६5.4430 
74.8927 8].56| 92.799 05.787 24 ,0294 38.8500 59,7002 
74.3306 84,5540 96.5045 0,4840 26,8706 46,0982 68.6852 
76,8472 87,6679 400.3965 45.3540 32.9454 853.6726 ॥78.94 
79.3535 90,8596 04.4084 20.3883 39.2632 6[.5879 88.0254 
8.9406 94,3] ]08.5406 425,608 ]45.8337 ]69.8594 98.4267 
84,5794 97.4843 2,7969 30,9979 52,6677 78.5030 
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] ,0000 .0000 .0000 .0000 
ट 2,0550 2.0600 2.0650 2,0700 2.0750 2,0800 
3 3३,680 3.836 3,4992 3.249 3,2306 3.2464 
4 4,3423 4.3746 4.4072 4.4399 4.4729 4.506॥ 
5 5.58] 5.637] - 5.,6936 5.7507 5,8084 5,8666 
6 6.888] 6.9753 7.0637 7.533 7.2440 7,3359 
| 8,2669 8.3938 8,5229 8.6540 8.7873 8,9228 
8 9.726 9.8975 0.0769 0.2598 [0,4464 0.6366 
9 ,2563 .493 .739 8.9780 2.2298 2,4876 
2.8754 3.808 3.7944 3.864 ]4.]47] 4,4866 

4.5835 4.976 5,376 5.7836 6.208[ 86,6455 

6.3856 6.8699 7.3707 7.8885 8.4237 8.977 

8.2868 8,882॥ 9,4998 20,]406 "| 20.8055 2.4953 

20.2926 27,0457 24,7673 22.5505 23,3659 24.2449 

22.4087 23,2760 24.822 25.290 26,84 27.52] 

24.64] 25.6725 26.7540 27.888[ 29,0772 30.3243 

26,9964 28.229 29,4930 30,8402 32,2580 33.7502 

29,482 30.9057 32.440] 33,9990 35,6774 37,4502 

32,4027 33.7600 35.567 37.3790 39.3532 44.4463 

34,8683 36.7856 38.8253 40,9955 43,3047 45.7620 

37.786] 39,9927 42,3490 44.8652 47.5525 50.4229 

40.8643 43,3923 46.06 49,0057 52,890 55.4568 

44.]48 46.9958 50.0982 53.436] 57.0279 60,8933 

47.5380 50.856 54,3546 58,767 62.3050 66,7648 

5.526 54,8645 58.8877 63.2490 67,9779 73.8059 

54.9660 59,564 63,754 68,6765- 74.0762 79.9544 

58.989] 63,7058 68.8569 74,4838 80.639 87.3508 

63,2335 68.528] 74,3326 80,6977 87,6793 95.3388 

67.7|4 73.6398 80,642 87,3465 95.2553 03.9659 

72.4355 79.0582 86,3749 94.4608 03.3994 3.2832 

77.494 84.80|7 92.9892 02,0730 2,544 23.3459 

82,6775 90.8898 00,0335 90,282 2.5659 34,235 

88,2248 97,3432 07.5357 8,9334 33.6834 45,9506 

94.077व 04.838 45.5255 28,2588 42,5596 58,6267 

]00.254 44.4348 24,0347 38.2369 54.256 72.368 

06.7652 49.209 33,0969 48,935 66,8205 . 487.02 

3,6373 27.268] 742,7482 60,3374 80.3320 203,0703 

20.8873 35, 9042 53.0269 ]72,560 94,8569 220,359 

28.536॥ 45,0585 63.9736 ]85,6403 | 20.472 238,942 

36,6056 54.7620 775.639 99,635]7 | 227.2565 259,0565 

845.89 65.0477 88.0480 24.6096 | 245.3008 280,780 

54.005 475.9505 .।.. 20.277] 230,6322 | 264.6983 304.2435 

63.5760 87.5076 245.3537 247.7765 | 285.5507 329.5830 

73.5727 99,7580 230,357 266.209 । _ 307.9670 356.9496 

]84.92 22.7435 246.3246 ..| 285.7493 | 332.0645 386,5056 

]95.2457 226,508] 263.3357 3065,758 | 357.9694 48.426] 

206.9842 24.0986 28.4525 329,2244 | 385,87] 452,9002 

29.3684 256.5645 300.7469 353,270] 45,7533 490,322 

232.4336 272,9584 32.2955 378,9990 | 447.9348 530,3427 

246.275 290.3359 343,797 406.5289 | 482,5299 573.7702 
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| 0.9975 0.9950 0.,9926 0.990] 0.9877 0.9852 0,9828 
2 4,9925 ,985] ,9777 ],9704 ,963 ,9559 ,9487 
] 2,985] 2.9702 2.9556 2.,9440 2,9265 2.9]22 2,8980 
4 3.975] 3.9505 3,926] 3.9020 3.878] 3.8544 3.8309 
5 4,9627 4,9259 4,8894 4.8535 4.878 4,.7826 4,7479 
6 5.9478 35.8964 5.8456 3$.7955 5.7460 $5.,6972 5.6490 
है 6.9305 6.862] 6,7946 6,7282 6,6627 6,5982 6,5346 
8 7.,907 7.8230 7,7366 7,657 7.568 7.4859 7.405 
9 8.,8885 8.779 8.6746 8.5660 8.4623 8.3605 8,2605 
9,8639 9,7304 9,5996 9.47]3 9,.3455 9,2222 9.042 
40.8368 ]0.6770 0,5207 40,3676 |0,278 0.077 9.9275 
],8073 ]],6]89 .4349 34.255 ],0793 0.9075 0.7395 
2,7753 32,5562 2,3423 2,]337 ],9302 .735 .5376 
3.740 3.4887 33,2430 3.0037 2.7706 82.,5434 32.3220 
4,7042 44,466 44,4370 ]3.865] 3,6005 3.3432 43,0929 
5,6650 5.3399 5,0243 4,779 4.4203 ]4.433 33,8505 
]6,6235 6.2586 5.9050 5.5623 5,2299 44,9076 4,595] 
7,5795 47.728 6.7792 ]6,3983 6.0295 5.6726 5.3269 
48.5332 8,0824 ]7,6468 ]7,2260 6,893 46.4262 6.046] 
9.4845 8,9874 8.5080 , 8,0456 7.5993 7.686 6.7529 
20.4334 ]9.8880 9.3628 ]8,8570 ।8,3697 7,900] 7.4475 
24.3800 20.784 20.22 39.6604 9,8306 8,6208 88,303 
22.324 2.6757 2.0533 20.,4558 9.8820 9.3309 8.8042 
23.2660 22.5629 2.8894 3].2434 20.6242 20,0304 9.4607 
24.2055 23,.4456 22.7488 22.0232 24.3573 20.796 20,088 
25.4426 24.3240 23.5422 22.7952 22,083 24,3986 20.7457 
26.0774 23.980 24.3595 23.5596 22,7963 22,0676 2,377 
27.0099 26,0677 25.707 24.3]64 23,5025 22,7267 2,9870 
27.9400 26.9330 25.,9759 25.0658 24,2000 23,376 22,596 
28.8679 27.7943 26.775 25.8077 24,8889 24.0]58 23.]858 
29.7934 28.6508 27.5683 26,5423 235.,5693 24,646| 23,7699 
30.766 29.5033 28.3557 27.2696 26,2443 25.267 24.3439 
3,6375 30.3545 29,37] 27,9897 26.,9050 25.8790 24.9080 
32.556! 3.955 29.928 27.5605 26.48॥7 25.4624 
33,4724 32,0354 30,6827 28.2079 . 27.0756 26.0073 
34.3865 32.8750 34.4468 28 ,8473 27.6607 26,5428 
35.2982 33,7052 32,2053 29.4788 28.237] 27.0690 
36,2077 34,.5299 32.958[ 30.025 28,805] 27,5863 
37.49 35.353| 33,7053 30.785 29.3646 28,0946 
38.099 36,722 34,4469 3.3269 29.958 28.5942 
38,9226 36,9873 35,83| 3.9278 30.4590 29.0852 
39.8230 37.7983 35,937 32.523 30.994 | 29,5678 
40.722 38.6053 36,6389 33.075 3,522 30.042] 
4,6]72 39,408 2 37.3587 33.6864 32.0406 30.5082 
42.5]09 40,2072 38.0732 34.2582 32,5523 30,9663 
43.4024 4| 0022 38.7823 34.8229 33,0565 34,465 
44.29] 6 4!,7932 39,4862 35.2806 33,5532 3],8589 
45.]787 42,5803 40.]848 37.9740 35,93|5 34.0426 32.2938 
46.0635 43.3635 - +0.8782 38.5884 36.4755 34.,5247 32.723 
46.9462 44.428 +,5664 39,96] 37.029 34.9997 


33.42 
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सारणी ॥9 
वार्षिकी का वर्तमान मूल्य 
] नह नम 
ब्ज्ुर (+7) 
न्‍ 
025| 2--% ॒ 
न02 (2%) 25 .03 (3%) [035 3 उ्ू% 

] 0.9804 0,9756 0.9709 0.9662 0.965 0.9569 0.9524 
2 .946 .9274 .935 .8997 ].886] .8727 ,8594 
3 2.8839 2.8560 2.8286 2.806 2.775 2.7490 2.72372 
4 3.8077 3.7620 उ.7॥ 3.673 3.6299 3.5875 3.5460 
5 4.735 4.6458 4.5797 4,5]5] 4.45]8 4.3900 4.3295 
6 5.604 5.508] 5.472 5,3286 5.242 5.579 5.0757 
यू 6.4720 6.3494 6.2303 6.45 6.0024 5.8927 5.7864 
8 7.3255 प.70 7.097 6,8740 6.7327 6.5959 6.4632 
9 8.622 7.9709 प.786] 7,6077 7,4353 7,2688 7.078 
8.9826 8.7527 8.5302 8.366 8.09 7,927 7727 
9.7868 9,542 9.2526 9.006 8,7605 8.5289 8.3064 
0.5753 0.2578 9.9540 9.6633 9.385॥ 9.86 8,8633 
4.3484 0.9832 0.6350 0.3027 9.9856 9,6829 9.3936 
2.062 4,6909 ].296] 0.9205 0.565] 0.2228 9.8986 
82.8493 2.38]4 ]4,9379 १.574 3,84 0.7395 0.3797 
3.5777 83.0550 2.56] 2.094] ,6523 44.2340 0.8378 
]4.299 3.722 3,66। 42.653 2.657 4,7072 ].274 
34.9920 4.3534 3.7535 3.897 .2,6593 ]2.600 0.6896 
5,6785 4.9789 १4.3238 3.7098 3,339 2.5933 2.0853 
6.35॥4 5.5892 4.8775 4.224 3,.5903 3.0079 ]2.4622 
7.042 6.4845 5.450 4.6980 34,0292 3.4047 2.822 
7.6580 6.7654 5,9369 5.674 4.45॥] ]3,7844 3.630 
8.2922 47.332॥ 6,.4436 ]5.6204 4,8568 4.4478 3.4886 
]8.939 7.8850 6.9355 6.0584 85.2470 4.4955 83.7986 
9.5235 8.4244 7.443] 6.485 5,622] 4.8282 4.0939 
20.20 8.9506 [7.8768 6.8904 5.9828 45.4466 4.3752 
20,7069 9.4640 8.3270 7.2854 6.3296 5.453 4.6430 
24.283 9.9649 88,764 7.6670 46.663] 5.7429 4,898| 
24.8444 20.4535 9,885 8.0358 6.9837 6.029 5,84] 
22.3965 20,9303 9.,6004 8.3920 7,2920 6,2889 5.3725 
22,9377 24.3954 20.0004 8.7365 37.5885 6.5कव4 [5,5928 
23.4683 24 .8492 20.3888 9,0689 7.8736 6.7889 5.8027 
23.9886 22.299 20.7658 9.3902 8.[476 7.0229 6.0025 
24,4986 22.72358 24.438 9.7007 8.42 7,2468 46.929 
24,9986 23.452 2.4872 20.0007 8,6646 7.460 6.3742 
25.4888 23,5563 2.8323 20.2905 8.9083 7.6660 6,5469 
25,9695 23,9573 22.4672 20.5705 9.426 7.8622 86.783 
26,4406 24.3486 22.4925 20.84] 9.3679 8.0500 6.8679 
26.9026 24,7303 22.8082 2.]025 9.5845 8.2297 47.070 
27.3555 25,028 23.[48 2.355॥ 9.7928 48.406 7.59 
27.7995 >25,466] 23.424 2.599] 9.993॥ 8.5663 7.2944 
28,2348 - 25.8206 23.70]4 2.4349 20.856 8,7235 7.4232 
28.666 26.664 23.989 22.0627 20.3708 -8.8742 7.5459 
29,0800 26,.5038 24.2543 22.2828 20,5488 9.084 7.6628 
29,4902 26.8330 24.57 87 -22.4955 20.7200 १9.563 7774 
29,8923.. [. 27.542 24.7754 22.7009 20.8847 89.2884 7.880॥ 
30.2866 27.4675 25.0247 22.8994 23.0429 79,447 87.98/0 
30.673॥ 27.7732 25.2667 - 23.0902 2.95] 9,5356 48.0772 
उ.0527 28,074 25.507 23.2766 2,345 9.653 8.687 
34.4236 28.3623 25.7298 23.4556 2,4822 9.7620 8,2559 
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सारणी ॥9५ 
वार्षिकी का वर्तमान मूल्य 
8-(+/) 
४760 क 
| आवर्तेक | द्वर + 
] ] 
] 0,9579 0,0434 0.9390 0.9346 0.9302 0.9259 
2 4,8463 .8334 .8206 .8080 .7956 4.7833 
3 2,6979 2.6730 2.6485 2.6243 2.6005 2.577] 
4 3.5052 3.465] 3.4258 3,3872 3.3493 3.3]2] 
5 4,.2703 4.224 4.]557 4,]002 4.0459 * 3,992 
6 4,9955 4.973 4.8440 4,7665 4.6938 4.6229 
7 5.6830 5,5824 3.4845 5,3893 5.2966 5.,2064 
8 6.,3346 6.2098 6.0888 5.973 5,8573 5.7466 
9 6.,9522 6.8047 6.656] 65.5]52 65.3789 6,.2469 
]0 7,5376 7.360। 7,888 7.6236 6.864] 6.740] 
8,0925 7.8869 7.6890 प_4987 7.354 7,4390 
8.6]85 8.3838 8.]587 7.9427 7.7353 7.536! 
9.]]7] 8,8527 8.5997 8.3577 8.4258 7.9038 
9,5896 9,.2950 9,038 8.7455 8.4892 8,.2442 
0.0376 9.7|22 9,4027 9.]079 8.827] 8.5595 
0.4622 ]0.059 9,7678 9.4467 9.]445 8.85[4 
]0,8646 0.4773 ]0.4406 9.7632 9.4340 9,]26 
]4.246| 40.8276 40.4325 0.059॥ 9.7060 9.379 
|,6077 44.458 40.7347 0,3356 9,959] 9,6036 
8,9504 ]4.4699 4,085 ]0.5940 0.4945 9.88] 
42,2752 ]6,764| 4.2850 0.8355 ]0,4]35 0.0468 
42.5832 ]2,046 | ही हम ० 9 4.0642 0.672 40.2007 
]2.8750 2,3034 4.770 ।].2722 40.8067 0.3744 
]3.57 42.5504 [4.9907 ।4,4593 40,9830 40.5288 
43,.439 ]2.783उ4 2,]979 ।4.6536 ],]469 0,6748 
[3.6625 3,0032 2.3924 ].8258 4,2995 40,800 
3.898व 43,2405 ]2.5750 4],9867 ],44]4 ]0,9352 
- [4.]2[4 3,4062 42,7465 42.437[ 44],5734 4],05[4 
44.333। ।3.5907 ]2.9075 ]2.2777 ]4,6962 4],4584 
74,5337 3,7648 3.0587 42,4090 4,8]0+4 .2578 
]4.7239 3,929 3.2006 ]2,5348 ].9]66 ]4.3498 
]4.9042 ]4.,0840 73.3339 ]2.6466 2,0]55 |,4350 
5,075 44,2302 [3.4593 ]2,.7538 ]2,]074 ].539.. 
45,2370 4.368[ 43,5766 ]2.8540 ]2.929 ].5869 
5.3906 4,4982 ६3.6870 2.9477 ]2.2725 4,6546 
5.5364 44.620 83.7906 43,0352 ]2.3465 ]4,7!72 
5.6740 [4,7368 73.8892 (3,470 ]2,4]54 4.7752 
45.8047 44,8460 ]3.9792 प3,]935 2,4.794 4,8289 
45.9287 44,9494 4.0650 ]3.2649 32.5390 ]],8786 
]6.0463 ६55,0463 ]4.]455 43.337 82,5944 व].9246 
6.]575 75,]380 ]4.222 ]3,394] 842.6460 ].,9672 
6.2630 5.2245 4.2922 3.4524 ।2.6939 42,0067 
३6.3630 5.3062 4.3588 3,.5070 ]2.7385 42,0432 
6.4579 5.3832 4.42[4 43.5579 42,7800 42,077 
46.5477 5.4558 ]4.4802 43.6055 ]2,886 2,084 
6.6329 5.5244 ]4.535व4 83.6500 ]2.8545 42,4374 
6,737 5.5890 ]4.5873 43.,696 ।2,8879 42,]643 
46,7902 45,6500 4.6359 ।3,7395 2,990 2.89] 
6.8628 5.7076 ]4,686 ]3.7668 42.9479 ]2.222 
6,93]5 ]5.769 4.7245 ]3.8007 ]2,9748 ॥4:23335 
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उत्तरमाला 00] 


उत्तरसाला 
प्रश्चावली ॥.] 
07 सेमी? / सेमी 2. 36ःपमी /मी 3. 60८सेमी / से 
3.6 सेमी? / से द 5. (४) -2सेमी /से (७) 2 सेमी / से 
__ सेमी /से 7. 400:सेमीः/से 8. ८ सेमी/से 
६ “ 3 
(4, ]) और -4, जे 0. 900 सेमी /से 4. [.45 सेमी /से 
« 27 सेमी? /से 43. 27 ॥ (2:+ )2 4. __  सेमी/से 
8 48 4; 
प्रश्नावली .2 
24 डे. हह 
29 
] 
वक्र /7-_ठु पर किसी भी स्पर्श रेखा की ढाल 2 नहीं है। 
| 5. 0) (0,55) (0) (+2,0) 
0) स्पर्श रेखा: #+0£:-550  अभिलंब:#- 07+50₹0 
(0) स्पर्श रेखा: 9-22 +] . अभिलंब:>+29-75₹0 
(9) स्पर्श रेखा: #₹35४-2 अभिलंब : ४+ 3/ -4₹50 
(९५) स्पर्श रेखा: >₹2:-6 अभिलंब : ४+ 2/-98ल्‍0 
(५) स्पर्श रेखा: #>₹0 अभिलंब : ४0 
(शं) स्पर्श रेखा: ४+9»-/2 50 अभिलंब : #>» 


(शो) स्पर्श रेखा: 8:+3,59»-3650.. अभिलंब: 9४5 ४-24/+ 4 ४550 
(शा) स्पर्श रेखा; 22+#9-250* अभिलंब:&-29-6₹50 


002 गणित 


[[, 


43., 


0, 


49, 


है आस 9, (0,0):0,27) 90, (0,0,0,2),(-,-2) 
दर ४ 
[॥, र्फः 2) ॥2, 252+ उ#ए ८ क्यों (2 + धो ) न्‍न्0ै 


् + 47-254 0 


(4, ४ नऊक दा उरै ता+- के टेदा के दम 
&+]479+ 865 0 ५ 


22% 220 ..] 27» | >> 
द् 2 १ 2 र्नः 6 
4 90 | 





न्‍्न्0) ]%, 48%- 247 ८ 23 


प्रश्नावली ,3 
(४) हासमान ४<-] के लिए और वर्धमान £>-] के लिए 


(9) हासमान ४>- न के लिए और वर्धमान ४<- 7 के लिए 
(०) हासमान ४<- 2, />- के लिए और वर्धमान -2<<-] के लिए 


(७) हासमान ४>- ट के लिए और वर्धमान ४<- यर के लिए 


(०) हासमान ४< के लिए और वर्धमान »>] के लिए 


0<£<] और>2 83. (9), (0) 84, (9), (०, (9) 
(७) 7-2 


प्रज्ननावली ॥].,4 


. (0) निम्निष्ठ>3 0) उच्चिष्ठ ७ 0 (67) निम्निष्ठ>- 2 (४) उच्चिष्ठ नहीं या निम्निष्ठ नहीं (९) निम्निष्ठ-0 


(शं) उच्चि७ष्ठ 5 3 (शा) निम्निष्ठ> 4, उच्चिष्ठ + 6 (५]४) उच्चिष्ठ > 4, निम्निष्ठ 5 2 (50) उच्चिष्ठ> झा! , 
निम्निष्ठ ७ - झी। ! 


00 निम्निष्ठ50 (50) निम्निष्ठ>0 (07) उच्चिष्ठ नहीं या निम्निष्ठ नहीं 
(0) कोई नहीं ().50 पर निम्निष्ठ, मान0 (9) ४5] पर निम्निष्ठ, मानर-2, ४--] पर उच्चिष्ठ, मान>2 
6५) 0< » < 7 अंतराल में कोई नहीं 


उत्तरमाला 4003 


६/॥॥ 


60) &< यू पर उच्चिष्ठ, मानरू]; न्यू 


पर निम्निष्ठ, मान ८-] 
(श) च- न पर उच्चिष्ठ, मान > 2 


(शी) «| अं पर उच्चिष्ठ, मानर ५2; &< यू पर निम्तिष्ठ, मान 5-४ 


(शा) ४5 । पर उच्चिष्ठ, मान 59; ४3 पर निम्निष्ठ, मान 55 
(४) ४7-22 पर उच्चिष्ठ, मान 50; & 50 पर निम्निष्ठ , मान5-4 


90) ४72 पर निम्निष्ठ, मान*2 (3) ४ 50 पर उच्चिष्ठ, मान ऊ 


कक) रे दर पर उच्चविष्ठ, मान « दा 


(वो) & थ्ू पर उच्चिष्ठ, मान" रे 


470 
(60) ऊः-> पर निम्निष्ठ, मान - 3 
6 ठ्र-6६ 
ड हर पर उच्चिष्ठ, मान अ हट 


(५) ४3 पर उच्चिष्ठ, मान 0 


( श) >₹]। पर 'निम्निष्ठ , मान 5 0, ४ दर पर उच्चिष्ठ, मान डाक 


(शो) ४ थ्वू पर निम्निष्ठ, मान ८- ज्ञः 


3456 
(शो) ४5 -] पर निम्निष्ठ, मान#0, &5- दर पर उच्चिष्ठ, मान पपठद 


3, (0) निम्निष्ठ ७-8 (8) निम्निष्ठ 53, उच्चिष्ठ > 9 (7) निम्निष्ठ 5 -).75, उच्चिष्ठ 5 9.625 
उच्चिष्ठ 5 8 (०) निम्निष्ठ>-], उच्चिष्ठ  _/2 (५) निम्निष्ठ+-]0, उच्चिष्ठ 58 


6. अधिकतम लाभ > 49 
५, ४2 पर निम्निष्ठ, मान>-39, ४50 पर उच्चिष्ठ, मान 5 25 
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' 8, 
॥4, 


83, 
6. 


9., 


23, 


44, 


40. 


43. 


निम्निष्ठ ७- 63, उच्चिष्ठ > 257 9. * है| [बः न्‍ !] 0. उच्चिष्ठ 5 5 
>>3 पर उच्चिष्ठ5 89 ४5 -2 पर उच्चिष्ठ 5 39 82, ०-१20 
उच्चिष्ठ ७ 24: , निम्निष्ठ ७0 44. 9, 2 35. 45,5 

25, 0 47. 8,8 48. 3 सेमी 


55 


[2 2877 
॥27+ 47? ॥47+4 


(७) (0,0) (७) (5, -2) 


३] 
॥ 
>>] 


05-082 ८ 


35 
ठ्त 


८ का अस्तित्व नहीं है। 
(2, 5-7) 


0.208 


2,9629 


हम 4 
22. बेलन जिसका अर्धव्यास डर > सेमी और ऊँचाई शड] उसेमी 
7: 


१।+ 


28. ./%, -+; #“ वर्ग इकाई 29. (4,-4) 


के 


प्रश्नावली ॥.5 


प्रन्‍्नावली .6 
. _।]+ ३53 
2. ८७ तर 3. ८2८ 0097 [सब] 
] 
हल 6. ०८ (०, 8) 
8 2 ल्प लत 9. ०5४3 





ह. ड | हर [ मु 


754 उठ > 9 
44,  _ ह 
52 
प्रश्नावली !].7 


<. 5.099 3. [.96875 


5. 3.996 6. 0,9999 


उत्तरमाला 005 











7. [,999 8. 3.009 9. 20,025 
0. 060833 8. 0,9235 2. 6 से 5.68 
43. 4., 
००४ तू | से [475 का 
प्रज्नावली .8 





95200०४» का आलेख 





#5-आं। 22 का आलेख 
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है न 





> ४9 >* का आलेख 


उत्तरमाला 007 





>> (७-) (४-2) (७-3) का आलेख 


॥08 गणित 


/ बे है ॥ के 9 $ 


(-2, !5) 






#+-२ है (४० -+> ० ७5 "३ ०० ४०0 





»>-] का आलेख 
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>ल्आा52 की आलेख 


0 9. 








। ] 
लि | | 
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»>4-(४-2)',, 0< ४<4 का आलेख 
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ह. 


(् 


40, 





अल्धश्राऊ और >-ए08घ8थड का आलेख जहाँ 
१॥४ 
>का मान 0 से 5 'त्तक परिवर्तित होता है। 


अध्याय 4। पर विविध प्रश्नावचली 





४39 सेमी? / से 2. 9>+5-3ल्‍50 

0) 0 <<अ<प और 2 0) <& < व 

6) £<-] और &>] (8) -< #<] 6. 3४3 49 वर्ग इकाई 
20 

लंबाई है चौदाई 5 कह 


6) » <2 पर स्थानीय उच्चिष्ठ, (४) ४5 क पर स्थानीय निम्निष्ठ, (8) ४<-। नत परिवर्तन बिंदु है। 


निरपेक्ष उच्चिष्ठ मान 5२, निरपेक्ष निम्निष्ठ मान-॥ ए, प्एर शय इकाई 
4 ३४3 
ग्रग्मभावली 2.॥ 
4 2» 
तर ड्छा की 2. व 0 3>% ऊँ. _ न 
3 
द्ज (८०८+४) 02 ० 00822 - 5 न्न् 6. प्ले मे कं 


2 3 3 


0. 


86. 
9, 


[0. 


85. 


48, 


४, 


हि ४2 -> ४2 +(? 
3 5 


-0082 + शा] 2 + (7 


विाड + कट 


- 08 [> नः हि + (८) 


0०08 (०05 2) + (? 


2 4 
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2]08 [४४-|+० 


॒ 7 
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हु 02 पाए +( 
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€गा 5८! 


] 
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47. 
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84, 


4 ० 
[अं प् 03 न तर डं न" 3 025 


46, 


]9., 


डे 


3 थ 
च्ड़ छ्ड़ 


आताज चेताया टू +नौ (: 
3 2 


अर 


चर (2 +0%+ 40)+ 0 
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+2%2 +(! 


+9|>3 


ध्ि 
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लत पा 


3] "55 
(>|[4+ 


+- 00» - 00520 5 + (! 
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भार - संविधान 


»अर्षी 4क 


नागरिकों के मूल कर्तव्य 





संविधान का पालन करे और उसके आदर्शों, संस्थाओं, राष्ट्रध्वल और राष्ट्रगान 
का आदर करे, 


स्वतंत्रता के लिए हमारे राष्ट्रीय आंदोलन को प्रेरित करने वाले उच्च आदर्शों को 
हृदय में संजोए रखे और उनका पालन करे, 


भारत की संप्रभुता, एकता और अखंडता की रक्षा करे और उसे अक्षुण्ण बनाए 
रखे, 


देश की रक्षा करे ओर आहवान किए जाने पर राष्ट्र की सेवा करे, 


भारत के सभी लोगों में समरसला और समान भ्रातृत्व की भावना का निर्माण 
करे ज्जो धर्म, भाषा और प्रदेश या वर्ग पर आधारित सभी भेदभावों से परे हो, 


: ऐसी प्रथाओं का त्याग करे जो महिलाओं के सम्मान के विरुद्ध हों 


हमारी सामासिक संस्कृति की गौरवशाली परंपरा का महत्त्व समझे और उसका 
परिरिक्षण करे, 

प्राकृतिक पर्यावरण की, जिसके अंतर्गत वन, झील, नदी और वन्य जीव हैं, 
रक्षा करे और उसका संवर्धन करे तथा प्राणिमात्र के प्रति दयाभाव रखे, 


वैज्ञानिक दृष्टिकोण, मानववाद और ज्ञानार्जन त्तथा सुधार की भावना का 
विकास करे, । 


) सार्वजनिक संपत्ति को सुरक्षित रखे और हिंसा से दूर रहे, और 


व्यक्तिगत और सामूहिक गतिविधियों के सभी क्षेत्रों में उत्कर्ष की ओर बढ़ने 
का सलत्‌ प्रयास करे, जिससे राष्ट्र निरंतर बढ़ते हुए प्रयत्न और उपलब्धि की 
नई ऊंचाइयों को छू सके। 





